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Vorwort zum Bruckenkurs

Hinweise zum Gebrauch dieses Ubungsskripts:
Dieses Ubungsskript soll Sie dabei unterstiitzen, die Inhalte des Briickenkurses Mathematik zu erarbeiten.

Die Ubungsaufgaben sind anklickbare Links. Diese fithren zum Lésungsvorschlag; Klick auf den Buchstaben
der Teilaufgabe fiihrt wieder zuriick. Auflerdem sind einige externe Links in das Internet eingebaut. Die
Funktionalitéit dieser Links wurde mit den Adobe®-Produkten, mit dem Sumatra-PDF-Betrachter, und mit
dem Foxit-Reader gepriift; falls es bei IThnen nicht funktionieren sollte, miissen Sie ggf. an den Berechtigungen
weitere Einstellungen vornehmen.

Bei vielen Kapiteln finden Sie eingangs eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten , Rechenregeln“ (mathe-
matischen Grundlagen) des betreffenden Kapitels. Anschliefend finden Sie in der Regel eine Anzahl Aufgaben
(die sich im Schwierigkeitsgrad steigern). Am Ende des Kapitels finden Sie dann meistens (anklickbare) Links
zu weiteren Aufgaben und ggf. vertiefendem Material.

Insbesondere zum Anfang eines Kapitels finden Sie vermehrt ,,Drillaufgaben®: Das sind Aufgaben, die vielfach
ahnliche Inhalte haben. Diese Aufgaben sind insbesondere fiir diejenigen gedacht, deren mathematischen Schul-
kenntnisse etwas linger zuriick liegen, und die Ubungen zur Wiedererlangung der ,Geldufigkeit“ benétigen.

Wenn Sie bei der Durcharbeit dieses Ubungsbuches bereits einige dieser ,,Drillaufgaben fehlerfrei selbstéindig
l6sen konnten, dann bringt Thnen die weitere Bearbeitung dieser restlichen (Teil)aufgaben nicht mehr viel.
Gehen Sie dann {iber zur nichsten Aufgabe. Wenn Sie sich andererseits auch nach der Bearbeitung der letzten
derartigen (Teil)Aufgabe noch nicht sicher fiithlen, dann holen Sie sich Hilfe.

Aus Zeitgriinden haben wir uns in der Aufbereitung und auch im Ubungsumfang und -komplexitéit beschrénkt.
An allen Punkten kann es Sonderfragen geben, wesentlich komplexer werden. Viele in der Praxis wichtige
Themengebiete werden im Briickenkurs nicht angesprochen. Hier soll Ihnen nur der Einstieg in das Studium
erleichtert werden.

Empfehlung:

o Falls Sie am Briickenkurs teilnehmen:

Bearbeiten Sie die Aufgaben zeitnah nach der Behandlung des jeweiligen Kapitels im Seminar. Wenn Sie
nicht weiter kommen, holen Sie sich Hilfe.

o Falls Sie sich die Inhalte im Selbststudium erarbeiten:

— FErstellen Sie sich Thren personlichen Zeitplan.
— Bearbeiten Sie die Aufgaben entsprechend Thres Zeitplanes.

— Falls notwendig, revidieren Sie Thren persénlichen Zeitplan und holen sich Hilfe.

Auch wir sind nicht fehlerfrei und so sehr wir uns bemiihten, kann es vorkommen, dass sich Tipp- und/oder
Compilerfehler erhalten haben. Wir bitten Sie bei solchen Punkten um Hinweis. Zum Wintersemester 2024 /25
hatten wir den Ubungsumfang nochmals ausgebaut und dies zum Wintersemester 2025/26 weiter gefiihrt — und
somit die Moglichkeiten, Fehler zu machen. Erstmalig wurde dabei KI eingesetzt (siehe Seite v).

Das Skript und die Ubungen werden von uns auch in Abhéngigkeit von Threm Feedback weiterentwickelt.
Daher sind Anderungen nicht nur vorbehalten, sondern Teil des Kurses. Geben Sie uns gerne Feedback zur
Aufbereitung oder zum Ubungsumfang — sowohl wihrend und nach dem Kurs als auch spéter im Studium.

Entsprechend werden Sie wihrend und zum Abschluss des Kurses Updates der Unterlagen erhalten.

13. September 2026 / Rolf B. Drescher / Dr.-Ing. Knuth Gotz
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Benutzung des Ubungsbuches

Im wesentlichen gelten die Hinweise zur Nutzung des Skripts.

Das PDF enthilt viele Funktionen zum Navigieren (anklickbare Links), z. B. zwischen Aufgaben und Losungen,
zu Querverweisen etc. Die Druckversion enthélt diese natiirlich nicht. Arbeiten Sie daher bevorzugt mit dem
PDF.

e Klick auf die Logos oben rechts fithrt Sie ins Inhaltsverzeichnis.
¢ Kilick auf einen Eintrag im Inhaltsverzeichnis fithrt Sie zum entsprechenden Kapitel bzw. Abschnitt.

¢ Das gilt auch fiir einen Klick auf Eintrdge in den anderen Verzeichnissen (Abbildungen, Tabellen,
Erlduterungen, Beispiele, ...).

o Bei Aufgaben:

— Bei Aufgaben mit Unteraufgaben a), b), ... fihrt Sie ein Klick irgendwo in der Aufgabe zum
Losungsvorschlag.

— ,Hier geht es zur Losungshinweisen.“ und ,,Hier geht es zur Musterlosung.* bringt Sie bei Klick genau
dorthin.

o Bei Losungen:

— Bei Aufgaben mit Unteraufgaben a), b), ... fithrt Sie ein Klick auf den Buchstaben a), b) ... zurtick
zur Aufgabe.

— ,Hier geht es zuriick zur Aufgabe.* bringt Sie bei Klick genau dorthin.

Die Bedeutung der farbigen ,,Késten® ist:

Erlauterung 0.1: Lehrinhalte

In den Erlduterungen finden Sie in geraffter Form den mathematischen Hintergrund. Tiefergehende
Ausfithrungen finden Sie im Skript.

Beispiel 0.1: Beispiel

In den Beispielen finden Sie ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele zum jeweiligen Themengebiet.

Hinweis 0.1: Hinweis

In den Hinweisen finden Sie z. B. weiterfithrende Links ins Internet, besonders zu beachtende Dinge,
u. dgl. mehr.

Ubungsaufgabe 0.1: Ubungsaufgaben

Selbsterklarend.

Hier geht es zur Musterldsung.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 0.1: Aufgabentext

Selbsterklarend.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
\ 7
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Disclaimer

Alle Rechte vorbehalten. Weiteres siche Impressum.

Alle Angaben sind ohne Gewihr. Es handelt sich um Schulungsmaterial, unterliegt keinem Anderungsdienst,
sondern dient ausschliefllich zur Unterstiitzung der Lehre. Die Unterlagen stellen kein eigenes Werk dar, sondern
dienen als Arbeitsunterlagen und Anschauungsbeispiele. Das eigentliche Werk ist der Kommentar dazu.

Rechtliche Aspekte: Diese Unterlage enthélt gelegentlich Aussagen und Verweise auf rechtliche Themen. Sie
stellt in keiner Weise eine Rechtsberatung dar.

Wikipedia-Lizenz: Sofern Inhalte von Wikipedia Gegenstand, Inhalt oder Referenz sind, und nicht als freie
Werke gelten, gilt die Lizenz nach Wikipedia:

Geméf den Nutzungsbedingungen der Wikimedia Foundation unterstehen alle Texte in der deutschsprachigen
Wikipedia der Creative-Commons-Lizenz Namensnennung — Weitergabe unter gleichen Bedingungen 4.0 sowie
aus Kompatibilitdtsgriinden weiterhin auch der GNU-Lizenz fiir freie Dokumentation (siehe Wikipedia:Lizenz-
bestimmungen/alt GFDL).

Weiternutzer diirfen aus den genannten Lizenzen eine wéhlen, unter der sie Wikipedia-Text weiterverwenden.
Diese Lizenzen gestatten auch die kommerzielle Nutzung, solange sie mit den Lizenzbestimmungen in Einklang
steht.

Fir Mediendateien (z.B. Bilder, Videos, Tonaufnahmen) kénnen abweichende Lizenzbestimmungen gelten.
Diese sind auf der jeweiligen Beschreibungsseite zu finden.
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Nutzung KiI

Erstmalig probieren wir zum Generieren von Aufgabenstellungen KI aus, konkret ChatGPT, ohne dafiir
Werbung machen zu wollen.

Wir verfolgen damit auch das Ziel, Ihnen, so Sie KI nutzen wollen, gleich die Grundlagen des korrekten Zitierens
nahezubringen. Ein weiteres Ziel ist, dass Sie sich mit den hinterlegten Fragestellungen selbst Ubungsaufgaben
generieren konnen.[OpenAI2024x|

KI kann tibrigens weder sicher rechnen, noch korrekt zitieren. Auch Zusammenfassungen sind mit grofler Vorsicht
zu bewerten. In ChatGPT u. a. wurden daher einfache Rechner eingebaut, die Rechenaufgaben abfangen - aber
nicht sicher. Fiir komplexere Rechnungen empfehlen wir daher dezidierte Programme. Oder den Kopf.....

Erlauterung 0.1: Kiinstliche Intelligenz

Auch fiir Thre spateren Arbeiten, Hoffnungen und Erwartungen:

KI hat selbst mit den gewaltigen Rechenkapazitéiten von Google und Microsoft nur die Intelligenz von
vierjahrigen Kindern. Dies ist zwar viel im Vergleich zu den 90ern - dort war man bei der Intelligenz einer
Kiichenschabe. KI kann aber nur lernen, womit sie gefiittert wird; das ist das Netz, und die Dummbheit
des Netzes findet sich in der Kiinstlichen Intelligenz aufgrund der Gewichtungsalgorithmen verstérkt

wieder.
\
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Woche 1

—

A L

Mengen, Zahlen und Symbole, grundlegende Rechenregeln, Bruchrechnen
Prozentrechnen

Binomische Formeln

Potenzrechnen

‘Wurzelziehen aus einfachen und komplizierten Ausdriicken

Logarithmen

Losen von quadratischen Gleichungen, Exponentialgleichungen,
logarithmischen Gleichungen, Ungleichungen

Funktionen

¢ Definitionsbereich und Wertebereich

¢ Graphische Darstellung einer Funktion

e Grenzwert, Stetigkeit, Monotonie, Umkehrbarkeit
Elementare Funktionen

¢ Potenzfunktionen, Wurzelfunktionen, Polynome

e gebrochen rationale Funktionen, trigonometrische Funktionen

« Exponentialfunktion, natiirliche Logarithmusfunktion

¢ Betragsfunktion

¢ einfache Kurven in Polarkoordinaten

Woche 2

1.

Ableitung einer Funktion
e Differenzen- und Differentialquotient
e Ableitungsregeln
e hohere Ableitungen
Einfiithrung in die Integralrechnung
¢ Stammfunktion, Integrationsregeln
e unbestimmte und bestimmte Integrale

Rechnen mit Vektoren und Matrizen

e Vektordefinition, Addition und Subtraktion von Vektoren,Skalarprodukt und Vektorprodukt

ohm

Technische
Hochschule
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e Matrixdefinition, Addition und Subtraktion von Matrizen, Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar, Matrizenmultiplika-

tion

Lineare Gleichungssysteme
Losungsverfahren, Gaufisches Eliminationsverfahren

Kegelschnitte
Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel

Dem Curriculum wird aus didaktischen Griinden in abweichender Form entsprochen.
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1. Elementares Rechnen

1.1. Grundrechenarten

1.1.1. Addition und Subtraktion

Erlduterung 1.1: Addition und Subtraktion v1

Von links nach rechts rechnen! Beispiel: 7+ 5 — 8 +2 =7

7T+5-8+2=12-84+2=6
~—— T
12

Vorzeichen und Rechenoperator sauber trennen!
Niemals zwei Symbole unmittelbar hintereinander — mit Klammern trennen.

FALSCH: 3 — —4+ -5+ +6 Richtig: 3 — (—4) + (—5) + (+6)
Positiv sind +(+..) und —(—...); negativ sind +(—...) und —(+...):
3 —(—4)+(-5)+(+6) =38
NS N

+3 +4 -5 +6 +8

Ubungsaufgabe 1.1: Addition und Subtraktion (1) v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):
a) 16 + (—12) =77

b) (—24) — (—13) = 7?

c) (—18)+16 =77

d) 17+ (-14) =77

e) 27— (—12) =77

i) (=19) — (=15) = 77
§) 12+ (—16) = 7?

k) (—4) -7 =177

1) (—14) — (=7) = 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 1.2: Addition und Subtraktion (2) v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):
a)2+6-5-2+3-2-1=77
b) 3+4+4(-5)+(—-2) =77
¢) 3+ (~8) — (=5) = 77

d) (1+6)—(2+3))+4=17
&) T—(~=3)—4="77
£)10-4+7-3+2-1=77
g)8+9-6—-3+2=77
h)15-74+4-24+3-1=77
i) —24+6—(—4) =7
j)204+5-3-14+4-2-1=7?
k)12—-34+6—-4+5-24+1=77
DI9—(-2)+7=177
m)25+3-8+2-5+4-1=77
n)18—-54+7-24+6-3-1=77
0) =10+ (=5) = (=3) =77
p)16—(-7)—8=77

q) —1243 - (-6) =77
r)30+4-7-243-1=77
)22-6+8-3+5-2+1=77
t) 18 — (=5) — (-9) =77

S

Hier geht es zur Musterldsung.

1.1.2. Multiplikation und Division

Erlduterung 1.2: Multiplikation und Division v1

Von links nach rechts rechnen! Beispiel: 3-4 + 2.5 =7
3:4+2-5=12+2-5=230
~ ~——
=12 6

Terme mit Vorzeichen klammern!

FALSCH: 3-—4 Richtig: 3 - (—4)

Positiv sind (+...) - (+...), (=) - (=), (o) = (o) und (=) = (—..);
negativ sind (+..) - (—..), (=) - (4+-), () = (=) und (—..) = (+...):

(—3) - (+4) +(=2) - 5 = (—12) + (—2) -5 = +30

——— —_———
-12 +6
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Ubungsaufgabe 1.3: Multiplikation v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):
a)7-(=4)-(=2)=17

b) (-4)-2-6 =177

c)5-(=3)-(—6)=77

d) (=3)-(=4) - (=5) =77
e) (—8)-5-3=17?
f)12-(=3)-(-4) =77
g) (=3)-12-(=5) =77
h)15-(—4)-7=177

i) (=5)-(-16)-3=177

) (=4) - (=8) - (=3) =77

1) 14 - (=5) - (=8) = 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 1.4: Division v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):

=177

¢) 12+ (—4) = 7?
d) (=35) = (=7) = 77
e) 21+ (=3) = 77

h) 108 = (—12) = ??

i) (—=75) + (—15) =77
2= (=9) =17

k) (=78) = (—6) =77
1) (—144) + 12 = 77

m) (—128) = (—8) =77
n) 132+ (—11) = 7?

Hier geht es zur Musterlésung.
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1.1.3. Primzahlen

1.1.3.1. Teilbarkeitsregeln

Erldauterung 1.3: Teilbarkeitsregeln v1

Teilbarkeitsregeln:

e Durch 2 teilbar
Eine Zahl ist durch 2 teilbar, wenn sie mit einer geraden Zahl endet.
So ist die Zahl 56 114 durch 2 teilbar, da sie auf die gerade Zahl 4 endet.
365921 endet hingegen mit einer ungeraden Zahl und ist nicht durch 2 teilbar.

¢ Durch 3 teilbar
Eine Zahl ist durch 3 teilbar, wenn die Summe ihrer Ziffern (Quersumme) durch 3 teilbar ist.
Beispiel: 21553 =2+ 14+5+5+3=16; 146 =7 — weder 16 noch 7 sind durch 3 teilbar, also
ist auch 21 553 nicht durch 3 teilbar
Beispiel: 11856 =1+ 148+ 546 =21; 2+ 1 =3 — sowohl 21 als auch 3 sind durch 3 teilbar,
also ist auch 11856 durch 3 teilbar

e Durch 4 teilbar
Eine Zahl ist durch 4 teilbar, wenn die letzten beiden Ziffern durch 4 teilbar sind.
Beispiel: 56 114 = 14 ist nicht durch 4 teilbar
Beispiel: 56112 = 12 ist durch 4 teilbar

e Durch 5 teilbar
Eine Zahl ist durch 5 teilbar, wenn sie mit 0 oder 5 endet.

e Durch 7 teilbar
Eine Zahl ist durch 7 teilbar, wenn diejenige Zahl durch 7 teilbar ist, die man erhilt, wenn man
das Doppelte der letzten Ziffer vom Rest der Zahl abziehst.
Beispiel: Bei 161 das Doppelte der letzten Ziffer 2, und 16—2 = 14. Da 14 durch 7 teilbar ist, ist
auch 161 durch 7 teilbar.

e Durch 8 teilbar
Die Teilbarkeit einer natiirlichen Zahl durch 8 iiberpriifst man an ihren letzten drei Stellen, den
Hundertern, Zehnern und Einern. Wenn diese Ziffern eine durch 8 teilbare Zahl bilden, dann ist
die urspriingliche Zahl durch 8 teilbar.

e Durch 9 teilbar
Eine Zahl ist durch 9 teilbar, wenn die Summe ihrer Ziffern (Quersumme) durch 9 teilbar ist.
Beispiel: 31122 =3+ 1+ 1+ 242 =09; 31122 ist durch 9 teilbar
Beispiel: 11856 = 14+1+84+5+6=21; 241 =3 — 11856 ist nicht durch 9 teilbar.

e Durch 10 teilbar
Eine Zahl ist durch 10 teilbar, wenn sie mit 0 endet.

Weitere Teilbarkeitsregeln finden sich in der Vorlesung und im Internet.

\. J

Ubungsaufgabe 1.5: Teilbarkeitsregeln (1) v1

Ist ... durch ... teilbar?

a) 235 +3 - 7?7
b) 5517+ 9 — 77
c) 35122 + — 77
d) 3002 + - 7?7
e) 3111 =+ — 77
f) 3102 = — 77
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g) 3016 + 8 - 77
h) 3192 = 7 77
i) 441 = 63 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 1.6: Teilbarkeitsregeln (2) v1

a) Uberpriife, ob die Zahl 425 durch 5 teilbar ist. ??
b) Uberpriife, ob die Zahl 625 durch 25 teilbar ist. ??
c) Uberpriife, ob die Zahl 784 durch 7 teilbar ist. ??
d) Uberpriife, ob die Zahl 864 durch 3 teilbar ist. 7?7
e) Uberpriife, ob die Zahl 738 durch 6 teilbar ist. ??
f) Uberpriife, ob die Zahl 312 durch 4 teilbar ist. ??
g) Uberpriife, ob die Zahl 572 durch 2 teilbar ist. ??
h) Uberpriife, ob die Zahl 243 durch 9 teilbar ist. 7?
i) Uberpriife, ob die Zahl 876 durch 4 teilbar ist. ??
j) Uberpriife, ob die Zahl 542 durch 6 teilbar ist. ??
k) Uberpriife, ob die Zahl 285 durch 3 teilbar ist. ?7?
1) Uberpriife, ob die Zahl 150 durch 2 teilbar ist. ??
m) Uberpriife, ob die Zahl 672 durch 5 teilbar ist. ??
n) Uberpriife, ob die Zahl 462 durch 9 teilbar ist. 7?7
o) Uberpriife, ob die Zahl 840 durch 4 teilbar ist. ??
p) Uberpriife, ob die Zahl 189 durch 2 teilbar ist. ??
q) Uberpriife, ob die Zahl 936 durch 3 teilbar ist. ??

Hier geht es zur Musterlésung.

1.1.3.2. Primzahlen

Erlduterung 1.4: Grundlegendes zu Primzahlen v1

e Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl > 2, die — aufler durch 1 oder durch sich selber — durch
keine andere natiirliche Zahl teilbar ist.

o Unter Faktorisieren oder Primzahlzerlegung einer natiirlichen Zahl versteht man das Berechnen
aller Faktoren, die Primzahlen sind und deren Produkt die natiirliche Ausgangszahl ergibt.

Beispiel: 29700 =2-2-3-3-3-5-5-11 =22.3%.52.11!

Ubungsaufgabe 1.7: Die Zahl Null v1

Welche Aussage zur Zahl 0 stimmt?

a) Keine Primzahl, da man nicht durch 1 teilen kann
b) Ist eine Primzahl, da durch Null teilbar

¢) Ist eine Primzahl, da eine natiirliche Zahl
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d) Keine Primzahl, da man nicht durch Null teilen darf

Hier geht es zur Musterlésung.

A

-~
)

a) 221 — 77

27
77
77
77
77
77
77
77
77
77
77
77
77

77

Ubungsaufgabe 1.8: Primzahlen v1

Welche der folgenden Zahlen sind Primzahlen?

Hier geht es zur Musterlésung.

1.1.3.3. Faktorisieren

Ubungsaufgabe 1.9: Faktorisieren v1

a) 108537
b) 170170
c) 181203
d) 339.570
e) 341.887
f) 456.533
g) 485.100
h) 582.750

Man faktorisiere die nachfolgenden Zahlen vollstindig in Primfaktoren:

— 7?7
— 77
— 77
— 17?7
— 77
— 77
— 77

— 77

Hier geht es zur Musterldsung.
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1.1.3.4. ggT und kgV

Erlauterung 1.5: ggT und kgV vl

o Unter dem grofitem gemeinsamen Teiler (ggT) zweier natiirlicher Zahlen versteht man die
grofite natiirliche Zahl, durch die sich die beiden Ausgangszahlen jeweils ohne Rest teilen lassen.

Zahl 1 29700 = 2-2 - 3-3-3 - 5-5 . 11
Beispiel: Zahl 2 147000 = 2-2-2 - 3 - 5-5-5 -« 7.7
ggT 300 = 2.2 . 3 . 5-5
M =99 147000 =490 99 und 490 sind teilerfremd.
300 300

o Unter dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen (kgV) zweier natiirlicher Zahlen versteht man
die kleinste natirliche Zahl, die Vielfaches jeder der beiden Ausgangszahlen ist.

Zahl 1 29700 = 2.2 - 3-3-3 - 5:5 . 11
Beispiel: Zahl2 147000 = 2.2:2 - 3 - 5.5.5 . 7.7

kgV 14553000 = 2-2-2 - 3-3-3 - 5-5-5 - T7-7 - 11
14 14553 000
% =490 W =99 490 und 99 sind teilerfremd.

Ubungsaufgabe 1.10: ggT und kgV vl

Bestimmen Sie jeweils ggT und kgV:
a) 9;21 — 77
b) 8;12 — 77
c) 13;26 - 7?7
d) 32;12 — 7?7
e) 16; 64 — 77
f) 8 — 77
g) 5; 7 — 7?7
h) 121;77 — 77
i) 256;1024 — 77
j) 42;77 — 77
k) 81;49 — 7?7
1) 342;63 — 77
Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 1.11: Teilbarkeitsregeln (3) v1

a) Ermittle eine zweistellige Zahl, die sowohl durch 7 als auch durch 11 teilbar ist.
b) Ermittle eine zweistellige Zahl, die sowohl durch 18 als auch durch 27 teilbar ist.
c¢) Ermittle eine zweistellige Zahl, die sowohl durch 9 als auch durch 16 teilbar ist.
d) Ermittle eine zweistellige Zahl, die sowohl durch 16 als auch durch 24 teilbar ist.
e) Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sowohl durch 14, 21 und 28 teilbar ist.

f) Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sowohl durch 20, 25 und 30 teilbar ist.

g) Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sowohl durch 12, 15 und 18 teilbar ist.

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 9

Alle Rechte vorbehalten 1. Elementares Rechnen

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



.. . IDM Technische
FElementares Rechnen
' irRBD Il varogementoeratun D m Normoors

~

h) Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sowohl durch 22, 33 und 44 teilbar ist.
i) Finde eine dreistellige Zahl, die sowohl durch 6 als auch durch 9 teilbar ist.

j) Bestimme eine vierstellige Zahl, die durch 8 teilbar ist, aber nicht durch 10.

k) Finde eine dreistellige Zahl, die sowohl durch 7 als auch durch 13 teilbar ist.
1) Bestimme eine vierstellige Zahl, die durch 11 teilbar ist, aber nicht durch 9.
m) Finde eine dreistellige Zahl, die sowohl durch 12 als auch durch 18 teilbar ist.
n) Bestimme eine vierstellige Zahl, die durch 13 teilbar ist, aber nicht durch 15.
o) Finde eine dreistellige Zahl, die sowohl durch 15 als auch durch 20 teilbar ist.
p) Bestimme eine vierstellige Zahl, die durch 14 teilbar ist, aber nicht durch 16.

Hier geht es zur Musterlésung.

| r

Ubungsaufgabe 1.12: Tischplatte v1
Sie wollen eine 92 cm lange und 68 cm breite Tischplatte mit moglichst grofien, quadratischen Mosaik-
plattchen bekleben.
a) Welche Seitenldnge muss ein solches Plattchen haben?
b) Wie viele brauchen Sie davon?

Hier geht es zur Musterlésung.

r
\

Ubungsaufgabe 1.13: Neubau v1
Bei einem Neubau ist jedes Stockwerk 2,55 m hoch, der Keller dagegen 2,89 m. Es sollen iiberall Treppen
mit gleichhohen Stufen eingebaut werden.
a) Wie hoch kann man eine Stufe héchstens machen?
b) Wie viele Stufen sind es dann im Keller?

Hier geht es zur Musterlésung.

Hinweis 1.1: Weitere Ubungsaufgaben

Suchen Sie auch selber nach weiteren Ubungsaufgaben. Hier eine kleine Auswahl (alle Links zuletzt
gepriift am 2025-08-25):

https://www.mathe-in-smarties.de/grundschule/primzahlen/
https://www.uebungskoenig.de/mathe/5-klasse/primzahlen-primfaktorzerlegung/
https://www.matheaufgaben.net/arbeitsblaetter/primfaktorzerlegung-kgv-ggt/

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 10
Alle Rechte vorbehalten 1. Elementares Rechnen
Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlielich zum rein personlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen

Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.


https://www.mathe-in-smarties.de/grundschule/primzahlen/
https://www.uebungskoenig.de/mathe/5-klasse/primzahlen-primfaktorzerlegung/
https://www.matheaufgaben.net/arbeitsblaetter/primfaktorzerlegung-kgv-ggt/

.. . IDM Technische
1. Elementares Rechnen .iRBD . Managementberatung D I I I Hi’.?.?éé?:‘e

1.1.4. Punkt- vor Strichrechnung

Erlauterung 1.6: Punktrechnung vor Strichrechnung v1

Zuerst ... und ..+... (incl. Vorzeichen) von links nach rechts ausrechnen;
erst danach + und —.

Beispiel: 3 -4 + (=2) — (+6) +~ (—2) =7

3:4+(-2) - (+6) +(-2)=12-2-3=7
12 3

Terme mit Vorzeichen klammern!
FALSCH: 3-—4 Richtig: 3 - (—4)

Positiv sind (4...) - (+...), (=) - (=), () = (+.) und (—..) = (—..);
negativ sind (+..) - (—..), (=) - (+..), (+..) = (=) und (—...) = (+..):

Ubungsaufgabe 1.14: Punktrechnung vor Strichrechnung v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):
a)5-4-3-2=177

b)10+4+2-3=77

c)12-2-8+4=77

d)24-2-12+3=77

e)2+3—-4-2=77

£)5-4-3+2+6=77

g)8—-3-2+4=77

h)10+4+2-3-2=77

i)y12.2-8+4+2=177

j)15—-6+24+3-4=77

k)20+4+2-3-2=77

)24+3-24+4-2=77

m)10-4+2+3-2=77

n)7—-3-244-3-2-84+12+-3=177
0)2+3-4-24+5-3—-6-2+7-4-8-3+9-2=77
p)5-4-3+24+6-3—-7-24+8-4-9-34+10-2=77
q)8-3-2+4-3-5-24+6-4-7-3+9-2-10-4=77
r)10+4+2-3-24+5-3-6-24+7-4-8-34+9-2-10-4=77
s)12.2-84+4+2-5-3+6-2—-7-449-3—-10-2+11-4=77

Hier geht es zur Musterldosung.
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1.1.5. Klammern

Erlauterung 1.7: Klammern dndern die Reihenfolge v1

Normalerweise wird von links nach rechts gerechnet. Klammern dndern die Reihenfolge. Terme in
Klammern werden zuerst ausgerechnet (bei geschachtelten Klammern von innen nach aufien) — danach
gilt dann wieder ,von links nach rechts*.

Klammern sind (u.a.):

Beispiele: 3—(4—2)+5= 55+ (243 (1+2) =?
3-(4-2)45=3-245=6 55+ (24+3-(142) =55+ (2+3-3) =5
—— \1,_/ —— Nl
2 3 11

10 — (4+3) — (4—2) =?

10-(4+43)—(4—2)=10-7-2=1

—[20—-(3+4+25)— (4-15)] =

—[20-(3+4+25)—(4-15)] =1—-[20-32—(-11)] =1-[20-32+11] =2

—_—— —_——
32 —11 +11 —1

Ubungsaufgabe 1.15: Klammern veridndern die Berechnungs-Reihenfolge v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):
a) 8§ —3-(4+2) =77

b) 15— (6+2)-3 = 77

C)20+4+(2-3) =177

d) (5+3)-(7T—2) =177
e)6-(4+2)—8=77
f)12+34+2-(4-1)=177

g) (2+3)-(4+2)—-8=77
h)5-(6—2)+8+4=77
)7+2-(5-3)-4=77

) (20-8)-2412+3 =177
k)8=4-(6—3)+2=77

1) (10—6) - (4+2)+8 =77
m)12—4+(2-3)+5-2=77
n)15+3+4-(6—-2)=77
)2-3-(2+1)-3-10-(4—14) +4="77
(5

2=

©)

p)(5-3)-[{3—-2-2}-3-2+3-2] =77
q) (6+4)+5-(2—3)—5+2-3) =177
r) (2-8)+(5-2)-3+8)-4—7=77

) (6—9)+(9—6)=(9—6)(6—9) =77

w
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t) (6—9) =+ [(9—6)+(9—6)] - (6—9)=7?
W) 2+3-(4-5+6—8)—(—8)(-7)="7?

V)4—2-(-8-(6-4)-(—4)- (1) +2-7N(T-2) =77
w)4=2-(=3-5-4- (-4 (-1)) + 2 -7)(7-2) =77

Hier geht es zur Musterlésung.

1.2. Hohere Rechenarten

1.2.1. Potenzen

Erlauterung 1.8: Potenzen v1

Ahnlich so, wie Multiplikationen wiederholte Additionen sind: ...
24+24+24+2+2=2-5=10
| S ——
5 Stiick

... sind Potenzen (Hochzahlen) wiederholte Multiplikationen:
2.2.2.2.2=25=232
—_—

5 Stick

Man nennt den Vorgang des ,Hochnehmens“ Potenzieren, die ,hochzunehmende Zahl“ Basis, die
»2Hochzahl“ Ezponent, und das Ergebnis der Rechnung Potenz.

Exponent

\r
2?2 = 32 <— Potenz

Basis

Erlduterung 1.9: Potenzregeln v1

Multiplikation mit gleicher Basis ¢ - ® = 2%*?

a
=z z#£0

Division mit gleicher Basis % + z® = x_b
x
Potenzen potenzieren (z%)° = 24 # 2" .
Beispiel (23)? =82 = 64 # 23 =29 =512
Multiplikation mit gleichem Exponenten ™ - y" = (z - y)"
n
Division mit gleichem Exponenten z™ = y™ = x_n = (f)n || z,y #0
Y
Negative Zahlen potenzieren
o Ist der Exponent gerade, verschwindet das negative Vorzeichen.
o Ist der Exponent ungerade, bleibt das negative Vorzeichen.

Exponent Null 2° =1

Negativer Exponent 7% = —
55

Bruch als Exponent z@ = ¢/Z
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Ubungsaufgabe 1.16: Potenzen v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):

Berechnen Sie mit dem Taschenrechner:
f) 3,142 = 7?7

g) 12,5 =77

h) 42,1253 = 7?7

i) 67 =77

§) 7,54 =77

Hier geht es zur Musterlésung.

Erlduterung 1.10: Potenz- vor Punkt- vor Strichrechnung v1

Potenz- (Hochzahlen) vor Punkt- (Multiplizieren und Dividieren) vor Strichrechnung (addieren, subtra-
hieren):

Zuerst Potenzausdriicke, dann Multiplikation und Division, und dann Strichrechnung, d.h. um die
entsprechenden Ausdriicke kann man sich eine Klammer denken.

Beispiel: 2 + 12 +22 4+ 35— 103 = 50 =?

2412+ 22 43.5-102 =50=24+12-44+3-5—-1000=-50=24+34+15—-20=0
T 1000 3 15 20

\. J

Ubungsaufgabe 1.17: Potenz- vor Punkt- vor Strichrechnung v1
a)2+ (4—2-(32-2%)) +4=177
b) ((2 +2)? ) —44 =77
) () =
d)2+3-45=77
3 .45
e) ———3=177
220
< 1()24>
f)3+i 26 _6 =77
64
3
16—4 2264
—_ =77
g) -
Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 1.18: Gemischte Potenzaufgaben (1) v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):
a)62+9—(33—-2)+5+32-22.3+4=77
b) 3% — 22 +(=2)2-32—(=3)3-33=177

c) 22 —(-2)2-28 - (—2)5-22=177
d) 2332+ ((2 +3)2—(22+32) —22 =77
e) 2557 - 43 + (=7) =+ 2557 - 7 + (—43) = 77

fy -5+2- 275+( 54+2)-(2-5)=17
g) 242+ (4?2 +4-2—(-4)-(-2)=77?
h) (1-(-2)—3-(-4)+5-(=6)) + (—10) = ??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 1.19: Gemischte Potenzaufgaben (2) v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):
a) (3-(-3)?—5%)-[{7-6-5-8}-3-3-2] =77
b)2- (= ) : (—5) - (—4) (=2) = (3) =(0)="
c) ((2- 7)) - (—8) = (—4) = 72
d) 3 - 42—(2—9)) ( )—‘77
e) ((56 + 89+9) (=9) = (-8) =
f) (( +4) (=3)2 — 4) =+ (=3) = 77
)98 7-6-5-4-3-2=177

h) (2-204+4)+(-7)—5)-(-2) ="
i) 3%+ (=3)3-2°0+(-2)° =77

Hier geht es zur Musterlésung.
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1.2.2. Wurzeln

Erlauterung 1.11: Wurzeln v1

Addieren und Subtrahieren sind umgekehrte Operationen, sie heben sich gegensétzlich auf:
3+5-5=3

Genauso sind Multiplizieren und Dividieren zueinander umgekehrt:

3-5+5=3

Beim Potenzieren sind Basis und Exponent gegeben, man sucht das Ergebnis (die Potenz). Das
Potenzieren hat — anders als die Addition und die Multiplikation — zwei Umkehrungen:

a) Gegeben sind Potenz und Exponent, gesucht ist die Basis. Diese Operation nennt man Wurzelziehen
oder Radizieren.

b) Gegeben sind Potenz und Basis; gesucht ist der Exponent. Diese Operation nennt man Logarith-
mieren.
Die Potenz nennt man beim Radizieren Radikand, den Exponent Wurzelexponent.

Beim Radizieren sucht man also nach der Losung der Frage ,Welche Zahl muss man Exponent-mal mit
sich selber malnehmen, damit sich der Radikand ergibt?

Exponent Wurzel-Exponent

N ~
2° = 32 < Potenz =4 \/3—2 = 2 <— Wurzel
Vd VAN

Basis Wurzelzeichen Radikand

Die haufigsten Wurzeln sind solche mit Wurzelexponent = 2, die sog. Quadratwurzeln. Bei diesen 148t
man den Wurzelexponenten i. A. weg:

V4 := /4 =42 oder — 2

\. J

Ubungsaufgabe 1.20: Wurzeln (1) v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):

a) ¥/-27=177

) V16 =77

c) ¥/-32=177
) V64 =177

) /256 = 77

) ¥/—125 =177

g) V1d4=177

h) /625 = 77

i) /361 =77

Hier geht es zur Musterldsung.

=)

- 0o o

Ubungsaufgabe 1.21: Wurzeln (2) vl

Berechnen Sie mit dem Taschenrechner:
a) V45~ 77
b) V10 =~ ?7?
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Hier geht es zur Musterlésung.

Bitte beachten Sie, dass Taschenrechner in der Regel nur eine Lésung angeben, wie zuvor gezeigt, oft aber zwei
betragsgleiche Losungen mit unterschiedlichen Vorzeichen existieren, die physikalisch wichtig sind.

Beachten Sie auch, dass Taschenrechner aufgrund der Numerik ungenau sind, die Rundung dies nicht besser
macht. Es kann sinnvoll sein, beim schriftlichen Rechnen, Wurzeln lange als solche stehen zu lassen.
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Erlauterung 1.12: Logarithmen v1

Addieren und Subtrahieren sind umgekehrte Operationen, sie heben sich gegensétzlich auf:
3+5-5=3
Genauso sind Multiplizieren und Dividieren zueinander umgekehrt:
3:-5+5=3
Beim Potenzieren sind Basis und Exponent gegeben, man sucht das Ergebnis (die Potenz). Das
Potenzieren hat — anders als die Addition und die Multiplikation — zwei Umkehrungen:
a) Gegeben sind Potenz und Exponent, gesucht ist die Basis. Diese Operation nennt man Wurzelziehen
oder Radizieren.
b) Gegeben sind Potenz und Basis; gesucht ist der Exponent. Diese Operation nennt man Logarith-
mieren.
Die Potenz nennt man beim Logarithmieren Numerus.

Beim Logarithmieren sucht man also nach der Losung der Frage ,,Mit welche Zahl muss man die Basis
hochnehmen, damit sich der Numerus ergibt?“

Exponent Basis Numerus

N NS ,
25 = 32 <— Potenz =4 log 2(32) = < Hxponent
A S

Basis Logarithmuszeichen

Die Klammern um den Numerus werden hiufig weg gelassen.

Hiufige Logarithmen sind solche mit Basis = 10, e, oder 2 (e ~ 2,718 28 ist die Fulersche Zahl). Fiir
diese gibt es abgekiirzte Schreibweisen:

Ig := log,
In := log,
Ib =1d := log,

Anmerkung: Vorgenannte Notation findet sich im deutschen und nicht-angelsichsischen Bereich. Im
angelsdchsischen Bereich bezeichnet log zumeist den natirlichen Logarithmus In. Dies sollten Sie z. B.
bei der Verwendung von Wolfram Alpha beachten.

\.

J

Ubungsaufgabe 1.22: Logarithmen (1) v1

Berechnen Sie im Kopf (also ohne Verwendung eines Taschenrechners):
a) log; 10 =

b) logy(8) = 77

c) 1d(32) =77

d) In(e) = 77

e) log;o(1) =77

£) log,(44) = 72

g) logz(1/0) =

h) In(1/e) = 77

i) 1d(32 - 256) = ??

) ld(z - 4) = 72
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Hier geht es zur Musterlésung.

)
e/

Ubungsaufgabe 1.23: Logarithmen (2) v1

Verwandeln Sie folgende Potenzgleichungen in Logarithmengleichungen:
(Beispiel: 32 =9 — log; 9 = 2)
a) 26 = 64 — 177
b) 33 =27 — 77
c) 4* = 256 — 77
d) 9° = — 77
e) 8! = — 77
f)3 =13 — 77
g) 1072 = 0,001 — 77
h) 275 = 1/32 — 77
i) 36"5 =6 — 77
j) 243%2 =3 — 77
Hier geht es zur Musterlosung.

Ubungsaufgabe 1.24: Logarithmen (3) v1

Verwandeln Sie folgende Logarithmengleichungen in Potenzgleichungen:
a) logs 81 =4 — 77
b) log, 64 = 3 — 77
c) logg 36 =2 — 77
d) log, 64 = 6 — 77
e) logg1 =0 — 77
f) logs 5 =1 — 77
g) logs 9 =2 — 77
h) log, 49 =2 — 77
i) logg3=0,5 — 77
j) loggs 2 =1/6 — 77
Hier goht o5 zur Musterldsung.

| r

Ubungsaufgabe 1.25: Logarithmen (4) v1

Berechnen Sie ohne Taschenrechner und machen Sie die Probe:
a) log, 8 = -7
b) log;, 100 = — 77
c) logy 81 = — 77
1
d) log: — = — 77
) logg 25
e) loggl = — 77
f) log, V16 = — 77
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g) log, 16 = — 77
h) logs 27 = — 77
i) log,, 10000 = 77
j) log;,0,1 = — 77
k) log;, 0,001 = — 77
1) logs 0,2 = — 77
m) log, 0,5 = — 77
n) log, 0,125 = — 77
0) logg 1/27 = — 77
p) log, /256 = — 77
Hior goht es zur Musterlésung.

1.2.4. Gemischte Aufgaben

Ubungsaufgabe 1.26: Gemischte Aufgaben v1

a) 2-1d(1024) —8 =177
In(7)
T 99
33loggz ™ o
23
2 lnd/s _ 99
C ° (3 = [
) 9—-4
e® 2B 47T
d) r+lnh— - ——=7?
em 3
Hier geht es zur Musterlsung.
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Erlduterung 1.13: Fertigungstechnik (Bereich Umformung) v1

Sie werden im Modul Fertigungstechnik spéter noch Hintergriinde und Herleitung erfahren, aber soviel
sei vorweggenommen:

Eine wichtige Beschreibungsgrofie beim Umformen von Werkstiicken ist der Umformgrad ¢ = In(x,,/x,),
mit x als dem jeweiligen Mafl und den Indizes n = nachher, v = vorher.

Ein Dickdraht, der von 1m auf 120m gezogen wird, erfihrt in Langsrichtung L den Umformgrad
o1 =1n(120/1) = In(120) ~ 4,78749. In erster Naherung — die Einschrénkungen lernen Sie noch — gilt
die Inkompressibilitit der iiblichen Werkstoffe. Daher muss der Querschnitt A (wie auch immer der war)

120
Wie Sie sehen, summieren sich die Umformgrade zu Null. Dies liegt an der postulierten Inkompressiblitét
Vi = V,, die zu einem ¢y = In(1/1) = 0 fithrt.
Was, wenn ich aber nicht den Querschnitt, sondern dessen Tiefe und Breite betrachte?

0.B.d. A. nehmen wir (Draht) einen Kreis als Querschnitt an. Der Durchmesser D geht somit D ~ /A
aus A ~ D?. Die Quadratwurzel entspricht der Potenz 1/2. Somit ergibt sich

1 1
auf — reduziert sein. Fiir den Querschnitt gilt ¢4 = In (120> = —In(120) =~ —4,78749.

1/2
wp_m<émg_44ﬂﬂmumWyJMUmumW)

=0 -1n(120"%) = - In(120"2) = —In(120) - 1/2

Daraus ergibt sich ZUmformrichtumgen = +¢p+ep=0 qged.

Ubungsaufgabe 1.27: Rechnen mit Logarithmen v1

Bestimme log;,(100). 77
Bestimme log,(16). 77

o o
~—~ —

o
~

Bestimme log;(27). 71

29
Bestimme log;(125). 7?
27

& &

Bestimme log,(32). 77
) Bestimme log;,(1000). ??
g) Bestimme log,(64). 77
h) Bestimme log,(8). 7?7
i) Bestimme log;(1). 77

j) Bestimme log,(49). 7?7

—

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 1.28: Textbeispiele aus der Umformung v1

Nachfolgend geht es auch darum, die relevanten Informationen zu entdecken! Auch geht es darum, mit
dem Logarithmus zu rechnen, nicht darum, den Taschenrechner zu nutzen.

In Priifungen bitte die Wiinsche des Priifers beachten!

a) Ein Stahlblock wird von 7m auf 140 m zu einer Schiene gewalzt. Wie sind die Umformgrade in der
Léange und im mittleren Querschnitt? 7?7

b) Eine Bramme wird in einer Walzanlage iiber 24 Stufen von 80 cm auf 20 cm reduziert. Es findet
keine Breitung statt. Wie sind die Umformgrade in Lénge, Breite und Hohe, wie viel ldnger ist das
Stiick nach dem Walzen? 77
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¢) Ein Alu-Blech wird in 54 Schritten von 50 mm auf 0,05 mm heruntergewalzt. Breitung wird vernach-

lassigt. Es wird mit 1m/s eingezogen. Wie schnell kommt es heraus? Berechnen Sie die Umformgrade.
77

d) Ein Alu-Block wird in einem Schritten zum Profil eines Fulballtores strangepresst. Der Durchmesser

des Blocks sind 270 mm. Die Querschnittsfliche des Profils betriigt ca. 573 mm?2.

Er wird mit 1m/s Vorschub eingepresst. Wie schnell kommt es heraus? Berechnen Sie die Umformgrade.
77

e) Fir einen Werkstoff ist als maximaler Umformgrad 1 angegeben. Danach muss er zwischengegliiht
werden, um wieder umformbar zu sein.

Sie wollen einen Stab auf die 6-fache Lange ziehen. Sie beginnen im geglithten Zustand. Wie oft miissen
Sie zwischenglithen? 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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1.3. Variablen und Terme

1.3.1. Variable

Erlauterung 1.14: Variablen v1

Eine Variable in mathematischen Ausdriicken ist ein Platzhalter, fiir den beliebige Zahlen oder andere
Ausdriicke (z. B. Vektoren oder Matrizen) eingesetzt werden konnen.

Die Variable wird meistens durch einen Buchstaben (z.B. = oder y, a, b, ...) dargestellt.
Fiir den gleichen Buchstaben miissen auch immer die gleichen Zahlen eingesetzt werden.

Beispiele: z+ax+z=3-z=3z
rzox-z+3-23=2>+3 2% =4-2% =423

Das Multiplikationszeichen - (Punkt) kann weggelassen werden: z.B. 3 - 2 = 3.

Ubungsaufgabe 1.29: Variable v1

Lésen Sie die Klammern auf und fassen Sie so weit wie moglich zusammen:
a) —(—x)—2x+xz="77

b) z - 23 + 22222 — 52 = 7?7

¢) (~2)(~y) = 77

d) (ab)lctd =77

e) (a+b)?2=77

f) (e —242) . 4 2% =27

g) (w—y)?—yP+2ay="77

Hier geht es zur Musterlésung.

1.3.2. Terme

Erldauterung 1.15: Terme v1

Ein Term eine sinnvolle Kombination aus Zahlen, Variablen, Symbolen fiir mathematische Verkniipfungen
und Klammern.

In der Praxis wird der Begriff hdufig benutzt, um iiber einzelne Bestandteile einer Formel oder eines
groBeren Terms zu reden. So kann man bspw. fir die lineare Funktion f(x) = m -z + b von einem
linearen Term m - x und einem konstanten Term b reden'!.

Terme kénnen benannt werden, z.B. T} = 25 4 3 - 12 oder T, = 2 - x; optional kénnen Terme mit
Variablen gekennzeichnet werden, z.b. T'(x) = 12 - x + 17 oder T5(a,b) = a® + 4 - b.

r
\.

Ubungsaufgabe 1.30: Terme v2

Gegeben sind die Terme T} =247, To =4-2 -1, T3 =8 -y +5,Ty = -2 -2 — 3 -y + 25.
Fassen Sie so weit wie moglich zusammen:
a) T1 —T2+T3 =77

Tlnttps://de.wikipedia.org/wiki/Term; Abruf 2023-06-07.

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 23
Alle Rechte vorbehalten 1. Elementares Rechnen
Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieflich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen

Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.


https://de.wikipedia.org/wiki/Term

M Tech I
1. Elementares Rechnen .. .. ID D I I I Hochschule

. |RBD Managementberatung Niirnberg

b) —To+Ty =77
C) T2+T3—T4:??
d) Ti+To+T3+Ty =77

e) T1T2+T3T4:??

Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 1.31: Rechnen mit Termen (1) v1

[OpenAI2024f] a) Vereinfache den Term: 3x +4x — 2z + 5. 77
b) Berechne den Term fiir x = 2: 222 + 3z — 5. 7?7

c) Vereinfache den Term: 5a — 3b+ 2a + 7b. 77

d) Multipliziere aus: (z + 2)(z — 3). 7?

e) Faktorisieren Sie den Term: a2 —9. ??

Hier geht es zur Musterlésung.

L v
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1.3.3. Grundlegende Rechengesetze der Algebra

.
|

Erlauterung 1.16: Algebraische Rechenregeln v1

Kommutativgesetz: a +b=b+aunda-b=0b-a
Assoziativgesetz: (a+b)+c=a+ (b+c)=a+b+cund (a-b)-c=a-(b-¢c)=a-b-c.
Beispiele: x+4+34+2x+4+3=x4+2x+34+3=2x+6
r-4-x-2-x-5=4023
Distributivgesetz: (a+b)-c=a-c+b-cunda-(b+c¢)=a-b+a-c
Beispiele: 2 (z+3)=2-2+6
(22 +4) -6 =6-22 + 24
(a+b)-(a+b)=(a+b)-a+(a+b)-b=a’>+a-b+b-a+b>=a?>+2-a-b+b?
(1. Binomische Formel)

Ubungsaufgabe 1.32: Rechnen mit Termen (2) vl

7
\.

Lésen Sie die Klammern auf und fassen Sie so weit wie moglich zusammen:
a) —(—z)—2c+z=77

b) (—z)(—y) =77

&) VB — Vo VI="7

d) (s+t)(s+t)+(s—t)(s—t) +2(s+t)(s—t) =127

¢) (25 — 31)(35 — 2) — 6(s — t)(s + ) — 12t(t — 5) + st = 77

) (a—B)a+f)+p="7

g) 64z'%y + 128xtly — 32210y = 77

h) 2cos(a) cos(b) + cos(a)? + cos(b)? = ??

=17

i) In(1)- [COSh(ln(ey)) e sin(eln Y) + cosh(ln(ey)l) . Sin(eln y)‘|

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 1.33: Zins und Zinseszins v1

| r
.

[OpenAI2024a] a) Ein Anleger investiert 1.000 Euro zu einem Zinssatz von 5% pro Jahr. Wie hoch ist
das Kapital nach 3 Jahren bei jahrlicher Verzinsung? 77

b) Ein Betrag von 5.000 Euro wird fiir 4 Jahre zu einem Zinssatz von 3% pro Jahr angelegt. Wie hoch
ist das Endkapital? 77

¢) Ein Kredit von 10.000 Euro wird mit 7% verzinst. Wie viel Zinsen fallen nach 2 Jahren an? ??

d) Ein Betrag von 8.000 Euro wird fiir 5 Jahre bei einem Zinssatz von 4% pro Jahr angelegt. Berechne
das Endkapital bei jéhrlicher Verzinsung. 77

e) Ein Anleger mochte nach 6 Jahren 15.000 Euro erhalten. Zu welchem Zinssatz muss er einen Betrag
von 12.000 Euro anlegen? 77

f) Ein Kredit iiber 20.000 Euro wird mit 5% verzinst. Wie hoch ist das Kapital nach 3 Jahren bei
Zinseszinsberechnung? 77

g) Ein Anleger investiert 15.000 Euro fiir 7 Jahre zu einem Zinssatz von 4%. Wie hoch ist der Zinsertrag
nach 7 Jahren? 77

h) Ein Betrag von 25.000 Euro wird fiir 8 Jahre zu einem Zinssatz von 3% angelegt. Welcher Betrag
muss nach 8 Jahren zuriickgezahlt werden? 7?7

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 2D

Alle Rechte vorbehalten 1. Elementares Rechnen

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



1. Elementares Rechnen .. . IDM

Technische
. |RBD . Managementberatung Hochschule

Nurnberg

i) Ein Darlehen von 30.000 Euro wird fiir 5 Jahre zu 6% verzinst. Wie hoch ist der Endbetrag bei
jahrlicher Verzinsung? 77

j) Ein Investor legt 50.000 Euro fir 10 Jahre zu einem Zinssatz von 4% pro Jahr an. Wie hoch ist das
Kapital nach 10 Jahren? 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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2. Logische Grundbegriffe

2.1. Aussagen und Aussageformen

Erlauterung 2.1: Logische Aussagen v1

Eine Aussage ist ein sprachliches Gebilde, von dem es sinnvoll ist, zu fragen, ob es wahr oder falsch ist.
Eine Aussageform ist eine Aussage mit Platzhaltern.

Eine Tautologie ist eine stets wahre Aussage oder eine Aussageform, die bei beliebiger Belegung der
Platzhalter stets eine wahre Aussage ergibt.

Eine Kontradiktion ist eine stets falsche Aussage oder eine Aussageform, die bei beliebiger Belegung
der Platzhalter stets eine falsche Aussage ergibt.

Ubungsaufgabe 2.1: Logische Aussagen v1

Welche der folgenden sprachlichen Sétze sind Aussagen?
a) Prost! — 77

b) Wie viel Uhr ist es?

¢) Gustav liebt Hilda.

d) 5-10 + 22.

e) Morgen ist Sonntag.

f) Mach doch bitte die Tir hinter Dir zu.
g) Mein Name ist Hase.

h) Zu Fufl ist es weiter als tiber den Berg.
i) Gute Nacht, Freunde!

j) Es gibt keine gerade Primzahl.
k) Wie spét ist es?

1) Das Auto ist 3 Jahre alt.

m) Alle Menschen sind verheiratet.
n)5+4=9.

o) Das Regal wiegt 80 kg.

p) Nachts ist es kélter als drauflen.
q) Alle Tappel sind Deppel.

r) 5+7+8+9+10.

s) Morgen wird die Sonne wieder scheinen.

T T T T e e e

Hier geht es zur Musterldésung.
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Ubungsaufgabe 2.2: Wahrheitsgehalt logischer Aussagen v1

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

a) Paris ist eine Hauptstadt. — 77
b) Alle Primzahlen sind gerade. — 77
¢) 1970 ist eine ganze Zahl. — 7?7
d) 10 > 100. — 77
e)6 <7<5. — 77
f) V7= — 77
g) Berlin hegt in Bayern. — 77
h) Frankfurt liegt am Rhein. — 77
i) Alle Menschen sind gesund. — 77
j) Alle Rechtecke sind Parallelogramme. — 77
k) Die Quadratur des Kreises ist mit Zirkel und Lineal moglich. — 77
1) Briissel ist die Hauptstadt von Belgien. — 77
m) Manche Menschen sind grofier als andere. — 77
n) Der Februar hat mehr Tage als der Januar. — 77
0) 5+ 7+ 8 = 20. — 77
Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.3: Aussageformen v1

Fiir welche Belegung der Platzhalter werden die folgenden Aussageformen wahre Aussagen? Je ein

Beispiel reicht aus.

a) X ist eine Hauptstadt. — 77

b) Z hat mehr Tage als der Februar. — 77

c) A ist eine Primzahl. — 77

d) Y ist eine ganze Zahl. — 7?

e) Z liegt am Rhein. — 77

f) D ist die Hauptstadt von Italien. — 77

g) x ist kleiner als 25. - 77

h) V war deutscher Bundeskanzler. — 177

i) X und Y sind Module im ersten Semester. — 77

j) X ist doppelt so grofl wie Y. — 77

k) a ist durch z teilbar. — 7?

1) Wenn eine Zahl durch a - b teilbar ist, dann ist sie auch durch @ und b teilbar. — ??

Hier geht es zur Musterlésung.
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2.2. Tautologien

Ubungsaufgabe 2.4: Tautologien (1) v1

Welche der nachfolgenden Aussagen bzw. Aussageformen sind Tautologien?

a) Tautologien sind Tautologien. — 77
b) Wenn z eine Primzahl ist, dann ist  nicht durch 2 teilbar. — 7?7
c)a+b=>b+a. — 77
d) Wenn der Hahn kraht auf dem Mist, &ndert sich das Wetter — oder es bleibt, wie es ist. ~ — 77
e) Wenn es regnet, dann regnet es. — 77
f) V= — 7?7
g) Wenn eine Zahl durch a - b teilbar ist, dann ist sie auch durch a und b teilbar. — 77
h) Heute ist Montag oder ein anderer Wochentag. — 77
Hier geht es zur Musterlésung.

2.3. Kontradiktionen

Ubungsaufgabe 2.5: Kontradiktionen v1

Welche der nachfolgenden Aussagen bzw. Aussageformen sind Kontradiktionen?
) Apfel sind Birnen. — 77
b) Apfel sind Rosengewiichse. — 77
¢) Granatépfel sind Apfel. — 77
d) Ich bin ein Gelbfuf} - Gelbfiifle liigen immer. — 77
e) Ich bin ein Schwarzfuf - Schwarzfiifie sagen immer die Wahrheit. — 77
f) 1ist 0. - 7?7
g) Wahr ist Falsch. — 7?
Hier geht es zur Musterlosung.
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2.4. Symbole und Gesetze der Aussagenlogik

Erlauterung 2.2: Symbole und Gesetze der Aussagenlogik v1

Symbole der Aussagenlogik:

Verneinung (Negation)

Rechenregeln der Aussagenlogik

Kommutativgesetze:
ANB < BAA

\.

—A ist genau dann wahr, wenn A falsch ist, und umgekehrt.
A UND-Junktor (Konjunktion)

A A B ist dann und nur dann wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind.
vV ODER-Junktor (Disjunktion)

AV B ist dann wahr, wenn A oder B oder beide wahr sind.
— Folgerung (Implikation)

A — B ist dann wahr, wenn A falsch ist oder wenn A und B wahr sind.
< Gleichwertigkeit (Aquivalenz)

A < B ist dann wahr, wenn A und B denselben Wahrheitsgehalt haben.

AVB <+ BVA

Assoziativgesetze:
(AAB)ANC & AAN(BAC) <« AABAC
(AvB)VC <+ Av(Bv(C) <« AvVvBvVC
Distributivgesetze:
ANBVC) < (AANB)V(AANQC)
AV(BAC) <« (AVB)A(AVCO)

Technische

Hochschule
Nurnberg

J

Ubungsaufgabe 2.6: Korrekte Syntax v1

d) (~(

@(ﬁAvaC)A«AvaCD

f) (-(AV(-B) ﬁC)))A(((ﬂA )VBVC)) 7
g) (7(AV(=B)V(=C))A((mA)VEVC)) ??

m((AvbB () < ((mFA)vBVvQ)) 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Welche der folgenden Ausdriicke sind syntaktisch korrekte Formeln iiber den atomaren Formeln A, B

und C?
Achtung! Es geht um syntaktische Korrektheit, nicht um logische Sinnhaftigkeit.
) C A (A-B)) — 77
( ((=4) v B) ((C/\A)\/(C’\/D))) 77
( —|B))> (Cevay)) -
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Ubungsaufgabe 2.7: Aussagenlogische Formeln v1

Gegeben seien die falsche Aussage A und die wahre Aussage B:

A: Die Schweiz ist Mitglied der Européischen Union.
B: Deutschland ist Mitglied der Européischen Union.

Sind die folgenden aussagenlogischen Formeln wahr oder falsch?

a) AV B — 77
b) AAB — 77
¢) (~A)V B =77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.8: Formalisieren sprachlicher Aussagen v1

Formalisieren Sie die folgende Aussage:

,Wenn ein hartgekochtes Ei nicht mit kaltem Wasser abgeschreckt wird, dann klebt die Schale
am Eiweifl und das Ei ldsst sich nicht gut schélen.”

Hier geht es zur Musterlésung.

Erlauterung 2.3: Anwendung CAD-Systeme v1

CAD-Systeme basieren auf Kérpermodellen. Vergleichsweise einfache Grundkérper werden durch die
Methoden der Aussagenlogik und Mengenlehre kombiniert, um komplexe Bauteile zu erzeugen. In
der Anwendung ist zu beachten, dass die Aussagenlogik immanent ist und z. B. bei weiterfiihrenden
Anwendungen auf Basis des CAD-Modells wie FEM oder BEM sehr relevant sind.

Weiteres finden Sie unter ?77.

| J
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2.5. Wahrheitstabellen

Erlauterung 2.4: Wahrheitstabellen v1

Mit Wahrheitstabellen kann man logische Aussagen darstellen und logische Aussagen beweisen.

Eine Wahrheitstabelle beinhaltet simtliche Moglichkeiten. Den Wahrheitsgehalt kann man — je nach
Vorliebe — bsp. mit 0 und 1, oder mit F und W, oder ... bezeichnen.

Beispiele:
A B -A AANB AVB
0 0 1 0 0
0 1 1 0 1
1 0 0 0 1
1 1 0 1 1

Ubungsaufgabe 2.9: Wahrheitstafel v1

Zeigen Sie mit Hilfe einer Wahrheitstafel den Wahrheitswert folgender Aussage:
AN(BAC) < (AANB)A(ANC)

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.10: Tautologien (2) v1

Sind die folgenden Aussageformen Tautologien? Begriinden Sie IThre Antwort!

a) AV(AANB) — A — 7?
b) AN((mFA)VB) — AAB — 77
¢) (AANB)V(ANC) — AAN(BVO) — 77
d) (AANB)V(CAD) — (AVC)A(BVC)AN(AVD)A(BVD) — 7?

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.11: f#quivalente Formeln v1

Zeigen Sie, dass sich zu jeder aussagenlogischen Formel eine semantisch dquivalente Formel finden lésst,
die nur aus den Konstruktionselementen ,,falsch* und Implikationspfeilen ,,—* besteht.

Hinweis: Wie kann man fiir zwei beliebige Formeln F' und G die Formeln —F, F A G, FV G in
ausschliellich ,falsch® und ,,—*“ darstellen? Warum reicht dies?

Hinweis: Falls Sie ,wahr“ benotigen: Denken Sie z. B. an (falsch — falsch).uier gent es zur Musterlsung.
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Ubungsaufgabe 2.12: Bedienungsanleitung v1

In einem technischen Dokument stehen die folgenden Aussagen:
1. If the file system is not locked, then
a) new messages will be queued;
b) new messages will be sent to the message buffer;
c¢) the system is functioning normally, and conversely.
2. If new messages are not queued, then they will be sent to the message buffer.
3. New messages will not be sent to the message buffer.

Sind diese Spezifikationen konsistent, oder gibt es einen inneren Widerspruch?

a. Ubersetzen Sie zuniichst die einzelnen Teile der Spezifikation in Formeln der Aussagenlogik.
Verwenden Sie dazu die folgenden vier Aussagen:

L fiir ,File system locked®;

Q fur ,New Messages re-queued.;

B fir ,New messages are sent to the message buffer.;
N fiir ,System functioning normally.“

b. Die Spezifikation ist konsistent, wenn es eine Zuweisung von Wahrheitswerten zu den Aussagen
gibt, so dass jeder der logischen Ausdriicke wahr ist. Verwenden Sie eine Wahrheitstabelle, um
festzustellen, ob die Spezifikation konsistent ist.

c¢. Kann man auch ohne eine Wahrheitstabelle herausfinden, ob die Spezifikation konsistent ist?
Nehmen Sie dazu die aufgestellten Formeln, und versuchen Sie, mit einer geschickten Argumentation
ohne Tabelle zum Ergebnis zu kommen.

Hier geht es zur Musterlésung.
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2.6. Prdadikatenlogik 1. Stufe

Erlauterung 2.5: Pradikatenlogik v1

Die Préadikatenlogik erster Stufe erweitert die Aussagenlogik um die Moglichkeit, Aussagen tiber Objekte
und deren Beziehungen zu machen. Im Gegensatz zur Aussagenlogik, die nur ganze Aussagen als wahr
oder falsch beurteilt, arbeitet die Pradikatenlogik mit:

o Pradikaten: Funktionen, die Aussagen iiber Objekte machen.

Ein Pradikat ist eine Aussagevariable, die in Abhédngigkeit von den Werten ihrer Argumente wahr
oder falsch sein kann.

Zum Beispiel: P(x) konnte bedeuten ,x ist eine Primzahl*.

¢ Quantoren: Symbole, die angeben, wie weit eine Aussage fiir alle oder fiir einige Objekte gilt.
Die zwei Hauptquantoren sind:

vV All-Quantor Fiir alle (Variablenname) gilt: ...
Beispiel: Va P(z) bedeutet ,Fiir alle x gilt P(x)“

3 Existenz-Quantor Es gibt mindestens ein (Variablenname), fiir das gilt: ...
Beispiel: 3z P(z) bedeutet ,Es existiert ein z, fur das P(x) gilt“

e Variablen: Platzhalter fiir Objekte, die in den Pradikaten verwendet werden.
Zum Beispiel ist x eine Variable in P(x).

Merke: Die Negation einer Allaussage ist eine Existenzaussage; die Negation einer Existenzaussage ist
eine Allaussage:

Ve e X, P(x) = Jx € X, P(x)
dre X, P(x) = Vx e X, P(x)

Ubungsaufgabe 2.13: Pridikatenlogik (1) v1

a) Zeigen Sie, dass die folgende Aussage wahr ist: Va (22 > 0). ??
b) Beweisen Sie die folgende Existenzbehauptung: 3z (22 = 4). 77
c) Uberpriifen Sie die Giiltigkeit der Aussage

Vo (Jy (y =z +1)).

Priazisierung: Wir lesen die Quantoren mit einer festen Grundmenge D und schreiben
VeeD3IyeD(y=z+1).

77

d) Widerlegen oder bestétigen Sie die folgende Aussage: Iz Vy (z > y). 77
e) Bestimmen Sie den Wahrheitsgehalt der folgenden Aussage: Va 3y (y > x). 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 2.14: Pridikatenlogik (2) v1

Negieren Sie die nachfolgenden Aussagen und ermitteln Sie jeweils den Wahrheitsgehalt der negierten
Aussage.

a) Negieren Sie die folgende Aussage: Va (2 > 0). ??
L 7?

 —

0
b) Negieren Sie die folgende Aussage: 3 (22 = 4
¢) Negieren Sie die folgende Aussage: Vo (Jy (y > x)). 77
d) Negieren Sie die folgende Aussage: Iz Vy (x > y). 77
e) Negieren Sie die folgende Aussage: Vz Iy (y =« + 2). 77
f) Negieren Sie die folgende Aussage: n >ng = |a,| <e. 77

g) Negieren Sie die folgende Aussage: Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n € NA(n,ng)
gilt. 77

h) Negieren Sie die folgende Aussage: Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N, so dass fur alle n € N gilt:
n>ng = |a,| <e. Beschreiben Sie mit Worten, was die inhaltliche Bedeutung dieser Aussage ist. 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Hinweis 2.1: Weitere Aufgaben

Suchen Sie auch selber nach weiteren Ubungsaufgaben. Hier eine kleine Auswahl (alle Links zuletzt
geprift am 2025-08-25):

https://vowi.fsinf.at/images/c/c8/TU_Wien-Formale_Modellierung_VU_%28Salzer’,29_-
_Musterbeispiele_Aussagenlogik_2011W_LJC3%B6sung.pdf

http://homepages.fh-giessen.de/~hg8070/dm11/ueb011lsg.pdf

http://www.mathods.com/mathe.php?con=Logik+},26+Mengen&can=Aussagenlogik&cun=Wahrheits
tafel

http://www.namzu.de/skripte/logik/logik-aufgaben-loesungen.html
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2.7. Mathematisches Beweisen

2.7.1. Direktes Beweisen

Erlduterung 2.6: Direktes Beweisen v1

Direktes Beweisen bedeutet, eine Schlussfolgerung unmittelbar aus einer gegebenen Aussage abzuleiten,
ohne auf Umwege oder zusétzliche Annahmen zu gehen. Es folgt einem typischen Aufbau:

Gegebene Aussage (A)
Ziel: Behauptung B, die direkt aus A folgt
Beweisidee: Zeige préazise, dass A erfillt ist und daraus zwingend B folgt

Ein héufiges Muster:

1. Hypothese oder Annahme festlegen

2. Logische Schritte, die direkt aus diesen Annahmen ableitbar sind

3. Abschluss, dass B wahr ist, ohne Zwischenschritte zu verwenden, die nicht direkt aus A folgen
Woran man gutes direktes Beweisen erkennt:

e Jeder Schritt ist durch eine klare Regel oder Definition gerechtfertigt.

o Es gibt keine Umwege tiber Widerspriiche oder Reduktionen.

¢ Die Schlussfolgerung B wird unmittelbar aus A abgeleitet.

\.

Beispiel 2.1: Direktes Beweisen v1

Beispiel (Mathe, Induktion oder Logik vermeiden, aber einfach):

Gegebene Aussage: Wenn z # 0, dann gilt 1/z # 0.

Direkter Beweis: Angenommen x # 0. Dann ist 1/z definiert. Da es sich um das Produkt von 1 und /x
handelt, und 1 # 0, folgt 1/= # 0.

Also gilt die Behauptung.

Ubungsaufgabe 2.15: Direktes Beweisen v1

a) Vereinfache den Bruch 18/24. 77.
b) Beweise die Giiltigkeit der Aussage: Wenn eine Zahl positiv ist, dann ist sie grofer als 0. 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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2.7.2. Indirektes Beweisen

Erlauterung 2.7: Indirektes Beweisen v1

Indirektes Beweisen, auch Reductio ad absurdum genannt, ist eine Beweisstrategie, bei der man zeigt, dass
eine Behauptung wahr sein muss, indem man annimmt, dass sie falsch ist, und dann einen Widerspruch
ableitet.

So funktioniert es typischerweise:

Behauptung: P soll wahr gezeigt werden.

Annahme zur Negation: Man nimmt an —P an.

Folgerung: Aus dieser Annahme werden logische Schritte durchgefiihrt, oft unter Nutzung von bereits
bekannten Aussagen oder Axiomen.

Widerspruch: Man zeigt, dass aus =P ein Widerspruch folgt (z.B. eine Aussage und ihr logischer
Gegenbeweis, oder eine Ungleichung, die unmoglich ist). Schlussfolgerung: Da =P zu einem Widerspruch
fiihrt, muss P wahr sein.

Typische Formen:

Beweis durch Widerspruch: Direkte Beweisfiihrung scheitert, also nimmt man =P an. Doppelte Reduktion
(Reductio ad absurdum): Man zeigt, dass =P zu einer unmoglichen oder inkonsistenten Situation fiihrt.
Beweis durch Kontraposition: Oft zusammen mit indirektem Beweisen; man zeigt, dass =P impliziert
=@, und dass Q wahr ist, damit folgt P.

Einfache Beispiele:

Mathematik: Um zu zeigen, dass /2 irrational ist, nimmt man an, dass es rational ist (also als Bruch 3
reduzierbar dargestellt), und zeigt, dass dies zu einem Widerspruch fiihrt.

Logik: Um zu beweisen, dass eine Folgerung giiltig ist, nimmt man die Negation der Folgerung an und
zeigt, dass sie den Pramissen widerspricht.

Vorteile:

Oft niitzlich, wenn direkter Beweis schwer oder unmoglich ist. Klart oft die Struktur einer Behauptung
durch das Ausschliefen der Gegenteile.

Nachteile:

Kann schwer zu verfolgen sein, weil man sich mit Widerspriichen auseinander setzen muss. Manchmal
ist der Widerspruch subtil; Sorgfalt nétig, um giiltig zu schlieflen.

\.

Beispiel 2.2: Direktes Beweisen v1

Beispiel (Mathe, Induktion oder Logik vermeiden, aber einfach):

Gegebene Aussage: Wenn z # 0, dann gilt 1/z # 0.

Direkter Beweis: Angenommen z # 0. Dann ist 1/« definiert. Da es sich um das Produkt von 1 und !/«
handelt, und 1 # 0, folgt 1/= # 0.

Also gilt die Behauptung.

Ubungsaufgabe 2.16: Indirektes Beweisen v1

a) Behauptung P: Es gibt keine groite natiirliche Zahl. 77

b) Behauptung P: Es gibt keine reelle Zahl x mit 0 < x < 1, die die Gleichung 2% = x erfiillt.
(Klarstellung: Die Gleichung 2 = z hat im Intervall [0, 1] genau die Losungen x = 0 und z = 1.) ??

Hier geht es zur Musterlésung.
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2.7.3. Die vollstandige Induktion

Erlauterung 2.8: Die vollstandige Induktion v1

Die wvollstindige Induktion ist — neben dem direkten und dem indirekten Beweis — eines der drei
Beweisverfahren in der Mathematik.

Viele Behauptungen X,,, die einen abzéhlbaren Parameter n > ny enthalten, lassen sich mit dieser
Methode beweisen.?!Die Vorgehensweise ist:

o Es wird bewiesen, dass X fiir ng richtig ist (der Induktionsanfang).

o Es wird angenommen, dass fiir ein k > ng die Behauptung X}, richtig sei (die Induktionsvorausset-
zung oder Induktionsannahme).

o Es wird bewiesen, dass die Implikation X = X} richtig ist (der Induktionsschritt).

Diese Methode basiert auf dem zweiten und dem fiinften Peano-Axiom sowie der Definition ,,n’ ist der
Nachfolger von n*. Das funfte Peano-Aziom ist das sog. Induktionsaziom.

(2) Vn(n € N = n' € N), verbal , Jede natiirliche Zahl n hat eine natiirliche Zahl n’ als Nachfolger .
(5) VX (o EXAVn(neN=(neX=ncX))=NC X>7 verbal ,Enthilt die Menge X die 0 und

mit jeder natiirlichen Zahl n auch deren Nachfolger n’, so bilden die natiirlichen Zahlen eine Teilmenge
von X .

Das ,Kochrezept* fiir die Vorgehensweise:
o Stelle die Behauptung sauber auf.
e Zeige die Richtigkeit der Behauptung fiir den Anfangswert ng durch ,Ausrechnen’.
o Postuliere, dass die Behauptung fiir ein beliebiges ny (ng > ng) richtig sei.

o Zeige, dass dann, wenn die Behauptung fiir ny gilt, sie auch fiir ng4q gilt.
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Beispiel 2.3: Beispiel 1 zur vollstandigen Induktion v1

Als ein Beispiel hier der Beweis des ,kleinen Gauf3“: In 1786 wendete der neunjahrige Gaufl erstmals
dokumentiert eine Summenformel fiir eine Reihe an:22

@ 1
e Behauptung: Y k= 5 (n+1) fir alle n > 1.
k=1

L 1
o Induktionsanfang: Firn=1gilt > k=1= 5 1-141)=1
k=1
= Die Behauptung ist fiir n = 1 richtig.
¢ Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei bereits fiir ein gewisses ny > 1 bewiesen:
N 1
Zkz—-nk~(nk+1)
k=1 2
¢ Induktionsschluss: Dann gilt:

nr+1 nr+1

Zk:iw >k

k=1 k=ngr+1

1
=§'nk'(nk+1)+nk+1=
e

1t. Voraussetzung

1
=5 +3-ny+2) =

(2-n;+2)

N | =

1

-(nk+1)~(nk+2) |

DN | =

np+1
DY
k=1

2-1ygl. Grinberg, Natalia: Losungsstrategien - Mathematik fiir Nachdenker; Europa-Lehrmittel Nourney & Vollmer Haan-Gruiten
(2019); S. 11 fI.
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Beispiel 2.4: Beispiel 2 zur vollstiandigen Induktion v1

Wir beweisen durch vollstindige Induktion, dass 2" > n? fiir n > 5 gilt.?3

Induktionsanfang:

Zunichst iiberpriifen wir die Behauptung fiir n = 5: 2° = 32 und 5% = 25. Da 32 > 25, gilt die
Aussage fiir n = 5.

Induktionsvoraussetzung/-behauptung:

Angenommen, die Behauptung gilt fiir ein beliebiges n > 5, also 2" > n2.

Induktionsschritt: Wir miissen nun zeigen, dass die Behauptung auch fiir n+1 gilt, also 2"*! > (n+1)2.
Aus der Induktionsvoraussetzung wissen wir, dass 2" > n2. Nun verwenden wir die Beziehung:

2"t =2.2m,
Da 2" > n?, folgt:
2"t =2.2" > 2.n%
Wir wollen zeigen, dass 2 -n? > (n+1)? fiir n > 5.
2-n2>(n+1)2=n>+2n+1.
Das bedeutet, wir miissen zeigen:
2n? > n? +2n 4 1.
Dies vereinfacht sich zu:
n* > 2n + 1.

Diese Ungleichung gilt fiir n > 5, da 52 =25 > 2.5+ 1 = 11, und mit zunehmendem n wird die linke
Seite der Ungleichung gréfier. Somit folgt aus der Induktionsvoraussetzung, dass auch 2"+! > (n + 1)?
gilt.

Schluss:

Da sowohl der Induktionsanfang als auch der Induktionsschritt gezeigt wurden, gilt nach dem Prinzip
der vollstindigen Induktion die Behauptung 2" > n? fiir alle n > 5.

2-2Quelle: Gemeingut; Sie finden dieses Beispiel in vielen Veréffentlichungen.
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Beispiel 2.5: Beispiel 3 zur vollstiandigen Induktion v1

Ein drittes Beispiel:24

¢ Behauptung: n Elemente kann man auf 1-2-3...-n = n! verschiedene Arten anordnen.

¢ Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt: 1 Element ldsst sich auf nur eine Art anordnen: 1 = 1! = Die
Behauptung ist fiir n = 1 richtig.

o Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei bereits fiir ein gewisses n > 1 bewiesen: n Elemente
lassen sich auf n! verschiedene Arten anordnen.

o Induktionsschluss: Gegeben seien die Elemente e; bis e,; diese lassen sich laut der Induktionsvor-
aussetzung auf n! verschiedene Arten anordnen. Nun kommt ein neues Element e, 1 hinzu; fir
die jetzt n + 1 Elemente stehen n + 1 Pldtze zur Verfiigung.

Das neue Element e, 11 kann zunéchst auf irgendeinen dieser n 4+ 1 Plitze gesetzt werden. Fiir die
restlichen Elemente e; bis e, stehen nun noch jeweils n Plitze zur Verfiigung. Dafiir gibt es nach
Induktionsvoraussetzung n! Moglichkeiten.

Insgesamt gibt es also fiir alle Elemente ey bis e,41 (n + 1) - n! = (n + 1)! Méglichkeiten. |

Ubungsaufgabe 2.17: Vollstindige Induktion (1) v1

Man beweise:

n

Z(2~k—1):n2

k=1

Hier geht es zu Lésungshinweisen. Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 2.18: Vollstindige Induktion (2) v1

Man beweise:

", n-(n+1)-(2-n+1)
k2 —
2 G

Hier geht es zu Lésungshinweisen. Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.19: Vollstindige Induktion (3) v1

Man beweise:

n n 2 2 2
13— pl 2™ “(n+1)

Hier geht es zu Loésungshinweisen. Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 2.20: Vollstindige Induktion (4) v1

Man zeige: cos(n - m) = (—=1)" VneN:n>1.

Hinweis: cos(m) = —1 und sin(7) =0

2:3Quelle: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen. pdf
(Nr. D5); Abruf 2021-10-21.

24Quelle: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf
(Nr. G1); Abruf 2021-10-21.
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Hier geht es zu Lésungshinweisen.

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.21: Vollstindige Induktion (5) v1

Man zeige: n® — n ist fiir alle n € Ny durch 5 teilbar.

Hier geht es zu Lésungshinweisen. Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.22: Vollstindige Induktion (6) v1

Man beweise:

n
> kekl=1-1+2-2143-3+.. . +n-nl=(n+1) -1 V(n € N) > 1
k=1

Hier geht es zur Musterlsung.

Ubungsaufgabe 2.23: Vollstiindige Induktion (7) v1

Man beweise folgende Formel fiir  # 1:

|

n

E ="
rz—1

k=0

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.24: Vollstiindige Induktion (8) v1

Man beweise:

(63 (o (2) 4 v

Hier geht es zur Musterlsung.

Ubungsaufgabe 2.25: Vollstindige Induktion (9) v1

Beweisen Sie die Bernoulli-Ungleichung fiir h € R durch vollstdndige Induktion:
VneN:(1+h)">1+n-h, falls h > —1

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.26: Vollstindige Induktion (10) v1

Beweisen Sie durch vollstdndige Induktion, dass fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 die Aussage n-y/n >
n + /n wahr ist.

Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 2.27: Vollstindige Induktion (11) v1

Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass fiir 0 < a < 1 (@ € R) und jede natirliche Zahl n gilt:
B . 1

l+a+a’+a®+...+a"=> a' < T
i=0 -

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 2.28: Vollstiindige Induktion (12) v1

Man beweise die Behauptung:

n n(n—l)
(1) 1 ? B L @ 2 fir allen € N
D @ 10 1 n Hinweis: N={1,2,3,...}
0 0 1

Hier geht es zur Musterlsung.

Ubungsaufgabe 2.29: Vollstindige Induktion (13) v1

Man zeige: Fiir die Matrix
A=|-1 1 -1
gilt fir alle n > 1:

A"=A-A-A-...-A=3"1.[-1 1 -1
n Stiick 1 =il 1

Hier geht es zur Musterlésung.
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Hinweis 2.2: Weiterfiihrende Links und Literatur zur vollstédndigen Induktion

Suchen Sie auch selber nach weiteren Aufgaben!
Hier finden Sie eine kleine Auswahl (alle Links zuletzt geprift am 2025-08-25):
Aufgabensammlungen im Internet:

https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Vollst%C3%A4ndige_Indukti
on

https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf
http://www.carsten-erdmann.de/files/Analysis_1_1_Uebungsskript.pdf S. 48 ff.
https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/aufgaben/I/induktion__vollstaendige.html

https://www.kana.uni-wuppertal.de/fileadmin/mathe/reine_mathematik/komplexe_analysis/
ws2012/ueb_ingws1213/03uebws12131s.pdf

http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/5.Analysis/5.7.F.Vollstaendige%20Induktion. pdf

Tutorium:

https://wp.uni-koblenz.de/tutorium/beweis-durch-vollstaendige-induktion/

Prasenzliteratur:

Dalwigk, Florian André: Vollstandige Induktion - Beispiele und Aufgaben bis zum Umfallen; Springer-
Verlag Berlin (2019)
DNB http://d-nb.info/1173917039

Sominskij, Il ja Samuilovi¢; Golovina, Lidia I.; Jaglom, Isaak M.: Die vollsténdige Induktion; Dt. Verlag
der Wiss. Berlin (1991)
DNB http://d-nb.info/930540476

Grinberg, Natalia: Losungsstrategien - Mathematik fiir Nachdenker; Europa-Lehrmittel Nourney &
Vollmer Haan-Gruiten (2019)
DNB http://d-nb.info/1185589058
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3. Mengenlehre

3.1. Grundlegendes

Erlduterung 3.1: Grundlegendes zur naiven Mengenlehre v1

Der Dreisatz ist ein mathematisches Verfahren, um aus drei gegebenen Werten eines Verhéltnisses den
unbekannten vierten Wert zu berechnen.3!

o Einfacher Dreisatz

— Es liegt eine GesetzméBigkeit der Art ,Je mehr A, desto mehr B vor (direkte Proportio-
nalitdt): Beim Verdoppeln (Verdreifachen, ..) von A wird auch B verdoppelt (verdreifacht,

— Gegeben ist ein Verhéltnis von a Einheiten einer Grofie A zu b Einheiten einer Grofle B.

— Gefragt wird nach der Anzahl z Einheiten der Gréfle B, die in demselben Verhéltnis zu ¢
Einheiten von A stehen.

Beispiel: In 3 Stunden legt ein Fahrzeug bei konstanter Geschwindigkeit 240 km zuriick, wie weit
kommt es in 7 Stunden?

Es gilt: ,,3 zu 240 verhélt sich wie 7 zu z*
Zeit (h)  Strecke (km) Rechnung:

1. 3 240 =3 In 3 Stunden legt es 240 km zuriick.
2. 1 80 -7 Also legt es in 1 Stunde 240/3 km = 80 km zuriick.
3. 7 560 Damit legt es in 7 Stunden 7 - 80 km = 560 km zuriick.

e Umgekehrter Dreisatz

— Es liegt eine GesetzméBigkeit der Art ,,Je weniger A, umso mehr B¥ vor (indirekte Propor-
tionalitét): Beim Halbieren (Dritteln, ...) von A wird B verdoppelt (verdreifacht, ...).

— Dabei ergeben a Einheiten einer Grofle A mit b Einheiten einer Grofle B ein konstantes
Produkt.

— Gefragt wird nach der Anzahl x Einheiten der Gréfle B, die mit ¢ Einheiten von A dasselbe
Produkt ergeben: a-b=c- x.

Beispiel: 21 Lastwagen bendétigen 35 Tage fiir den Abtransport einer bestimmten Menge Abraums.
Wie viel Zeit bendtigen hierfiir 15 Lastwagen?

Lastwagen Zeit (d) Rechnung

1. 21 35 21-35 21 LKW benétigen 35 Tage.
2. 1 780 735+ 15  Also benétigt 1 LKW 21 - 35 Tage = 735 Tage.
3. 15 49 Damit benétigen 15 LKW 735/15 Tage = 49 Tage.

\.

Ubungsaufgabe 3.1: Natiirliche Zahlen (1) v1

Geben Sie die folgenden Mengen natiirlicher Zahlen in der aufzdhlenden Schreibweise an:
a) F'={x|x gerade A x Primzahl } 77
b) E={z| -5<x<5} 77

Hier geht es zur Musterlésung.

31Inttps://de.wikipedia.org/wiki/Dreisatz; Abruf 17-JUL-2023.
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3.2. Ubungen

Ubungsaufgabe 3.2: Einfache Mengenoperationen auf natiirlichen Zahlen v1

Gegeben seien die Mengen:
A={1,3,5,7,9} B =1{1,5,10, 15,20}
C ={3,6,9,12,15,18} D ={3,5,9,10,15}

Bestimmen Sie:

a) AN B 77

b) AUB 77

c) B\C 77

d) (CnB)\ A ?7?

e) (AuB)\ (CuD) 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 3.3: Natiirliche Zahlen (2) v1

Sei M ={1,2} und N = {2,3,4}. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

a) M CN 77
b) NC M 77
c) M =N 77
d) M #N 77
e) {24} C N 7
f)y2e M 77
g)3CN 77
h) {3} C N 77
i)y{3}eN 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 3.4: Aussagen zu natiirlichen Zahlen v1

Gegeben:

A = {ungerade Zahlen beim Wiirfelwurf };

B = { Primzahlen beim Wiirfelwurf };

Beschreiben Sie die nachstehend beschriebenen Mengen:

a) ANB 77
b) AUB 7?7
c) ANB 77
d) AnB 77
e) AUB 77
f) AUB 77
Hier geht es zur Musterlsung.
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Ubungsaufgabe 3.5: Korrekte Mengenbeschreibung v1

Priifen Sie, ob die Menge B in der Menge A enthalten ist:

a) A=Q, B={1} 77
b)) A={zeN|IneNmitx =4-n}, B={xz € N|z ist eine gerade Zahl }
77

c) A={x € N|z ist eine gerade Zahl}, B={x e N|IneNmit z =4-n}

77
d)A=Z,B={} 77
e) A={1,2,3}, B={zeN|z< -1} 77

Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 3.6: Einfache Mengenoperationen (1) v1

Geben Sie jeweils den Durchschnitt der Mengen A und B an:

a) A={ze€Q|z<5},B={2€Q|z>5} 77
b)A={2ze€Qlz>-1},B={ze€Qlz<1} 77
c) A=Q,B=N 7?7
d)A={2€eQlz<1},B={z€Q|xz>5} 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 3.7: Einfache Mengenoperationen (2) v1

Geben Sie die Vereinigungsmenge der Mengen A und B an:
a) A={zeQlz<1},B={2z€Q|z>1} 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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Erlauterung 3.2: Anwendung CAD-Systeme v1

CAD-Systeme basieren auf Koérpermodellen. Vergleichsweise einfache Grundkoérper werden durch die
Methoden der Aussagenlogik und Mengenlehre kombiniert, um komplexe Bauteile zu erzeugen. In
der Anwendung ist zu beachten, dass die Aussagenlogik immanent ist und z. B. bei weiterfithrenden
Anwendungen auf Basis des CAD-Modells wie FEM oder BEM sehr relevant sind.

Typische Operatoren finden sich in allen CAD-Systemen, hier exemplarisch aus FreeCad.
. ' Boolesche Operationen: Fihrt boolesche Operationen an Objekten durch.
. p Differenz: Beschneidet ein Objekt mit einem anderen.
. ' Wereinigung: Vereinigt zwei oder mehr Objekie.
. @ Gemeinsam: Entnimmt den gemeinsamen Teil (Schnittmenge) von zwei Objekien.
Abbildung 3.1.: Auswahl der Volumenoperatoren bei Freecad
Quelle: https://wiki.freecad.org/Part_Module/de

Dabei entsprechen sich die Operationen Vereinigung und U, Gemeinsam und N und Differenz \. Hinter
Boolesche Operationen finden sich weitere Volumenoperatoren.

Gegeben sind eine Kugel K, ein Zylinder Z und
ein Wiirfel W in der relativen Position wie rechts
dargestellt.

Was sind die Ergebnisse der jeweiligen Operationen?

a) WUK — 77
b) WNK — ??

d) K\ W — ??
e) (KUZ)\W — 77
f)  WUK)\ Z =77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 3.8: Volumenoperationen v1

Abbildung 3.2.: Kugel K, Zylinder Z
und Wiirfel W

Quelle: Eigene Darstellung
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Hinweis 3.1: Weitere Aufgaben

Suchen Sie auch selber nach weiteren Ubungsaufgaben. Hier eine kleine Auswahl (alle Links zuletzt
gepriift am 2025-08-26):

https://123mathe.de/aufgaben-mengen-vermischte-aufgaben
https://www.grund-wissen.de/mathematik/mengenlehre/aufgaben.html
https://www.mathe-lexikon.at/arbeitsblaetter/mengenlehre/
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4. Zahlenbereiche

4.1. Grundlegendes
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Erlauterung 4.1: Grundlegendes zu Zahlenbereichen

Technische
Hochschule
Nurnberg

Die eingefithrten Mengen der

natiirlichen Zahlen,
natiirlichen Zahlen mit Null,
ganzen Zahlen,

rationalen Zahlen,

reellen Zahlen und

komplexen Zahlen

bilden eine Hierarchie in dem Sinne,
dass sie jeweils echte Teilmengen der
rechts von ihnen aufgefithrten Mengen
sind:

NCcNyCcZcQcRcC

Als Zahlenbereiche sieht man Zahlenmengen an, deren Elemente gemeinsame Eigenschaften haben.
Dabei beziehen sich diese Eigenschaften oftmals auf die Durchfithrbarkeit gewisser (arithmetischer)
Operationen innerhalb des Zahlenbereiches.

Neue Zahlenbereiche sind historisch meist dadurch entstanden, dass bestehende erweitert wurden, um
die beschrankte Ausfithrbarkeit von Operationen zu tiberwinden.

Abbildung 4.1.: Zahlenhierarchie

Natiirliche Zahlen N

N:={1,2,3,...}; Ny einschl.0

Rationale Zahlen Q
Quotient ganzer Zahlen

(Bruch oder Dezimalzahl)

Reelle Zahlen R
Rationale und irrationale Zahlen wie v/2, e, 7

(nicht als Quotient ganzer Zahlen darstellbar)

Komplexe Zahlen C
C:={z+j-ylz,yeR;j:=/-1}

Quelle: Eigene Darstellung

Die Menge der komplexen Zahlen C ist die ,hochste” aller Zahlenmengen; in ihr sind alle anderen
Zahlenmengen enthalten.
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Ubungsaufgabe 4.1: Aussagen zu Zahlenbereichen (1) v1

Zu welchen Zahlenbereichen gehoren die folgenden Zahlen? Kreuze an!

Aufgabe
-5
4,6
V3

6
1

Hier geht es zur Musterlésung.

O ooooz
O 0000N
O oooooe
O O0O0o0oge=
U oooows

Ubungsaufgabe 4.2: Aussagen zu Zahlenbereichen (2) v1

Sind die folgenden Aussagen wahr oder falsch?

a) —4 ist eine natiirliche Zahl. — 77
b) Jede rationale Zahl ist eine natiirliche Zahl. — 77
c¢) Jede ganze Zahl ist eine rationale Zahl. — 77
d) Zwischen zwei natiirlichen Zahlen liegt stets mindestens eine weitere natiirliche Zahl. — 7?7

e) Wenn man zwei natiirliche Zahlen addiert, erhélt man immer eine natiirliche Zahl als Ergebnis.
— 77
f) Zwischen zwei rationalen Zahlen liegt stets mindestens eine weitere rationale Zahl. — 77

g) Wenn man zwei ganze Zahlen durcheinander dividiert, erhilt man stets eine ganze Zahl als Ergebnis.

— 77
h) V/4 ist eine ganze Zahl. — 77
i) Jede reelle Zahl ist eine irrationale Zahl. — 77
j) Jede irrationale Zahl ist eine reelle Zahl. — 7?7
k) Jede irrationale Zahl ist auch eine rationale Zahl. — 77
Hier geht es zur Musterlésung.
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Erlduterung 4.2: Begriffe

Intervalle sind Mengen von Zahlen, die durch eine untere und eine obere Schranke begrenzt sind. Man
unterscheidet

o Offene Intervalle: Die Schranken gehoren nicht zur Menge. Schreibweise: ]a, b[ oder — seltener —
(a,b)
e Halboffene Intervalle:

— Die untere Schranke gehort zur Menge, die obere nicht. Schreibweise: [a, b[ oder — seltener —
[a,b)
— Die obere Schranke gehort zur Menge, die untere nicht. Schreibweise: ]a, b] oder — seltener —
(]
o Geschlossene Intervalle: Beide Schranken gehéren zur Menge. Schreibweise: [a, b]
Beispiele:
{Z € NO‘Z < 5} = [075[: {07 172a3v4}
{z € Rlz > 5 Az <10} =]5,10]
Die grofite untere Schranke einer Zahlenmenge ist ihr Infimum; gehért das Infimum zur Zahlenmenge,

nennt man es auch Minimum.

Die kleinste obere Schranke einer Zahlenmenge ist ihr Supremum; gehort das Supremum zur Zahlenmenge,
nennt man es auch Maximum.

Beispiel: A =] — 5, 3] C R; Das Infimum ist —5, das Supremum und das Maximum ist 4+3. Ein Minimum
besitzt diese Menge nicht.

Ubungsaufgabe 4.3: Zuordnung Zahlenbereiche v1

Man bestimme, ob die folgenden Zahlen bzw. Ausdriicke rational (€ Q), irrational (€ I = R\ Q),
algebraisch reell (€ A), transzendent reell (€ T) oder komplex (€ C) sind:
Hinweis: Auf eine Zahl kénnen mehrere dieser Eigenschaften zutreffen.

a)| —81+79| 77
b) | -7 — 77
¢) | sgn(~5)- (~5)| -7
d) | —7-5] 77

Hier geht es zur Musterldésung.

Ubungsaufgabe 4.4: Mengenoperationen zu Zahlenbereichen v1

Gegeben seien die Intervalle I; = [—2,4] und [, =]0,8[ in R.
Bilden Sie:

a) [ Ul — 77

b) I \ I — 77

c) 1 NI — 77

d) I — 77

Hier geht es zur Musterlosung.
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Ubungsaufgabe 4.5: Operationen auf Zahlenbereichen v1
Bestimmen Sie:

1
sup{2—n2 nEN}

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 4.6: Aussagen auf Zahlenbereichseigenschaften v1

r
\.

Ist die folgende Menge beschrankt?

M- 3-x+1
2-z+3

Hier geht es zur Musterlésung.

xe[O,oo[}

Ubungsaufgabe 4.7: Weitere Zahlenbereichsoperationen v1

-
\.

Fir A, B C R setzen wir A+ B:={ a+bla€ AAB € B}.
Beweisen Sie:

Sind A, B C R nichtleer und nach oben beschrénkt, so ist auch A+ B nichtleer und nach oben beschrénkt,
und es gilt:

sup(A4 + B) = sup(A) + sup(B)
Hinweis: Fiithren Sie den Beweis in zwei Schritten:

o Schritt 1: Zeigen Sie, dass S := sup(A) + sup(B) eine obere Schranke von A + B ist.

e Schritt 2: Zeigen Sie, dass S die kleinste obere Schranke von A 4+ B ist, d.h. dass Ve >0:5 —¢
keine obere Schranke ist.

Hier geht es zur Musterlésung.

Rudimentire Beweisfiihrung auf Zahlenbereichen v1

Zeigen Sie fir x € R mit 0 < z < 1, dass gilt:
inf{z" [n € No} =0
Hinweis: Verwenden Sie die Bernoulli’sche Ungleichung und den Satz von Archimedes.

Hier geht es zur Musterldsung.
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5. Zahlenbereich-Wandlungen

5.1. Grundlegendes

Erlduterung 5.1: Grundlegendes zu Wandlungen zwischen den Zahlenbereichen

e Die Signum-Funktion gibt das Vorzeichen einer ganzen, rationalen oder reellen Zahl zuriick:

-1 z<0
sgn(z):=¢0 =0
1 x>0

o Die Betragsfunktion gibt den Wert einer ganzen, rationalen oder reellen Zahl (ohne Vorzeichen)
zuriick:

|z| := 2 - sgn(x)
¢ Die Intervallschachtelung definiert eine reelle Zahl iiber ihre Anndherung mittels rationaler
Zahlen.
¢ Die Gauflklammer-Funktion rundet eine rationale oder reelle Zahl auf die néchst kleinere ganze

Zahl:

xz >=0 Nachkommastellen streichen

z <0 Nachkommastellen von x — 1 streichen

|(z)] :=max{k € Z|k < z} = {

o Kaufminnisches Runden: Bis 4,9 wird ab-, ab 5,0 wird aufgerundet: i ~ [z + 0,5

5.2. Ubungen

Ubungsaufgabe 5.1: Zahlenbereichsiibergiinge (1)

Man berechne:

a) sgn(—12,345) =177
b) sgn(256) =177
c) sgn(—3 ) =177
d) sgn((— (=m)) =177
e) sgn(— 7+2+6) =177
f) sgn(14 — 6 — 8) =177

g) sgn(—m + 3,14159) =177

h) sgn(+m — 3,14159) =77
Hier geht es zur Musterlsung.
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Ubungsaufgabe 5.2: Betragsfunktion [OpenAI2024g]

a) Lose die Gleichung |22 — 4] fiir x = 3. 77

b) Lose die Gleichung |2z — 5| = 7. 7?

c¢) Lose die Ungleichung [3x + 2| < 8. 7?

d) Bestimme die Schnittpunkte der Funktionen f(z) = |z — 2| und g(z) =3 —z. 7?7

e) Vereinfache den Ausdruck |72 — 42 + 3| und bestimme die Nullstellen. ??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 5.3: Betragsfunktion

atb+|a—b|,
—

a) Was ergibt:
29

b) Lose die Gleichung ‘;—l =1.77

C

) Bestimme die Losung der Gleichung |953;1\ =2.7
.. . . [2z+3] _ 1
d) Lose die Gleichung =5~ = £. 77

e) Bestimme die Losungsmenge der Gleichung @ =4.77

f) Lose die Ungleichung % >1.77

Hier geht es zur Musterldésung.
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6. Ganze Zahlen: Zahlensysteme

6.1. Unser gewohntes Dezimalsystem (Zehner-System)

Erlduterung 6.1: Unser gewohntes Zehnersystem

Unser gewohntes Zehnersystem ist ein positionelles Zahlensystem, welches auf der Zahlensystembasis
b = 10 aufbaut.

Dementsprechend hat es zehn unterscheidbare Symbole (,,Ziffern*), die zusammen genommen das
Alphabet 319 bilden:

$10:=1{0,1,2,3,4,56,7,8,9}

Positionell bedeutet: Jede Ziffer hat eine Wertigkeit, die — beginnend ganz rechts mit »° = 1 (also
10° = 1), fortschreitend nach links — sich mit jeder Position um den Faktor b (also 10) erh&ht.

Man nennt dies die b-adische Entwicklung einer Zahl.

Beispiel 6.1: Unser gewohntes Zehnersystem

Die nachfolgende Tabelle verdeutlicht die 10-adische Entwicklung am Beispiel der Zahl 04.711:5-1

Stelle: 4 3 2 1 0
Wertigkeit: 1.000-10 =10.000 100-10=1.000 10-10=100 1-10=10 1
In 10er-Potenzen: 104 103 102 101 10°
Beispiel: 0 4 7 1 1
Wertigkeit: 0-10* 4-10° 7-102 1-10" 1-10°

Damit erhélt man:

04.711=0-10*+4-1034+7-10>+1-10' +1-10°

0-10* 0

T 4103 1+ 4.000
+ 7-102 + 700
= 4 o1-10! + 10
+ 1-10° + 1
4711

6-1Wir verwenden den Tausender-Trennpunkt . zwecks besserer Lesbarkeit.
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Ubungsaufgabe 6.1: Unser gewohntes Zehnersystem

Zerlegen Sie die nachfolgenden Zehnersystem-Zahlen wie in Erlduterung 6.1 und Beispiel 6.1 gezeigt.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a)9=7?

b) 40 = 77

¢) 007 = 77
d) 726 = 77
e) 1.857 = 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 6.2: Unser gewohntes Zehnersystem

Jetzt umgekehrt: Setzen Sie die nachfolgenden Zehnersystem-Zahlen aus der 10-adischen Zerlegung
zusamien.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) 0-10' +8-10° = ??

b) 9-102+9-10' +0-10° = ??

¢)6-10' +4-10%+3-10° = ??
)2-10°+0-10>4+2-10" +3-10° = ??

[N

[©)

)2-10°+3-10% +9-10' +9-102 = 7?
f) 7-10* +7-10*4+0-10% +2-10' +6-10° = ??
g) 110" +0-10°+7-10% +0-102 +5-10* = 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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6.2. Modulo — Rest einer Division

Erlduterung 6.2: Ganzzahl-Division mit Rest

In den Koérpern der natiirlichen Zahlen N und der ganzen Zahlen Z gibt es keine Briiche; die Division
ergibt in diesen Kérpern deshalb stets eine natiirliche bzw. ganze Zahl und einen Rest.

Wenn man sich fiir den Rest interessiert, verwendet man den Modulo-Operator mod .
Es gilt:
a modb:=a—>b-|a+b|

Dabei ist |...| die Gaufklammer-Funktion: Abrunden (Nachkommastellen streichen, bei negativen
Zahlen zusitzlich 1 subtrahieren).

Abbildung 6.1.: Gaulklammer-Funktion: Verdeutlichung des ,,Abrunden* am Zahlenstrahl

‘

* ! ‘ i i i i i i i
—4 f3| —2 -1 0 1 +2 | 3 4
—2.718 +2,718

Beispiel 6.2: Ganzzahl-Division mit Rest

Fir a =42 und b = 11:

42 —
42 mod11:42—11-{11J =42—-11-|381] =42—-11-3=9 = 42+11 =3 Rest 9

Ubungsaufgabe 6.3: Ganzzahl-Division mit Rest

Fiihren Sie jeweils eine Ganzzahl-Division durch und berechnen Sie das Divisionsergebnis und den Rest.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a)7+2=177
b)4+7="77
c)9+0="77
d)10+4=7?
e) 15+ 5 =177
f) 23+ 3="77

g) 111+ 22 = 77

h) 231 + 14 = 77

i) 375 + 68 = 77

§) 918 +7 =77

k) 939 + 236 = 77

1) 1.234 + 611 = ??
m) 2.417 + 3.659 = 77
n) 12.318 = 31 = 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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Hinweis 6.1: Ganzzahl-Division mit Rest

Hier finden Sie weitere Ubungsaufgaben:

https://de.khanacademy.org/computing/computer-science/cryptography/modarithmetic/e/m
odulo-operator

https://www.staff.uni-mainz.de/amalevic/files/fit/auf_1-7-modulo.pdf
https://www.die-denkschule.ch/data/documents/Modulo-Teilen-mit-Rest.pdf

Hier finden Sie Online-Rechner:

https://www.entwicklertools.de/tools/mathematik-tools/modulo-rechner/
https://de.planetcalc.com/8326/
https://miniwebtool.com/de/modulo-calculator/

Alle Links zuletzt geprift am 16-OKT-2024.

L J
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6.3. Wandlung vom Zehnersystem

Erlduterung 6.3: Andere Zahlensysteme — Umwandlung vom Zehnersystem

Wa&hlt man ein — anstelle der gewohnten zehn — anderes b, dann erhilt man ein ,b-er-System*, also
beispielsweise fiir b = 5 ein ,Fiinfer-System“ (oder ein ,,System zur Basis 5“).

Wie wandelt man nun allgemein eine Zahl vom vertrauten Zehnersystem in ein ,,b-er-System® um?

Betrachten wir zunéchst den (an sich sinnlosen) Fall der Wandlung einer 10er-System-Zahl in das
Zehnersystem.

Wir teilen die umzuwandelnde Zahl solange durch b (also hier 10), bis sich schliefilich Null ergibt. Bei
jeder Division notieren wir den Rest.

Hier am Beispiel der Zahl 4.711:

4.711 :10 = 471 Rest 1
471 :10 = 47 Rest1l
47 10 = 4 Rest 7

4 :10 = 0 Rest4

Liest man die Reste von unten nach oben, dann erhélt man die gegebene Zahl 4 7 1 1.

Vollig analog funktioniert das Verfahren fiir beliebige andere Ziel-Basen b: Fortlaufend solange durch
b dividieren, bis sich schlieflich Null ergibt. Die Reste ergeben (von unten nach oben gelesen) die
gewiinschte Zahl im Zielsystem.

In anderen Systemen kennzeichnet man die Zahlenbasis {iblicherweise durch Klammern und die nach-
folgende tiefgestellte Zahlenbasis; z.B. bezeichnet (2034)5 die Zahl ,2034“ in einem positionellen
Fiinfer-System. Wenn man mogliche Mifiverstdandnisse vermeiden mochte, kann man das natiirlich auch
mit Zehnersystem-Zahlen tun, z. B. (4711)o.

Beispiel 6.3: Wandlung in das Fiinfer-System

Als Beispiel betrachten wir eine Wandlung in das Fiinfer-System: (2.296)19 = (?)5

2296 :5 = 459 Rest 1

459 :5 = 91 Rest4
91 :5 = 18 Restl = (2.296)109 = (33141)5

18 :5 = 3 Rest 3

3 :5 = 0 Rest 3

Ubungsaufgabe 6.4: Wandlung Zehner- in Zweier-System

Wandeln Sie die folgenden im Zehner-System gegebenen Zahlen in das Zweier-System um.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) (8)10 = (7)277

b) (58)10 = (7)2??
¢) (100)10 = (7)27?
d) (277)10 = (7)27?
e) (666)10 = (7)277

Hier geht es zur Musterldsung.
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Wandeln Sie die folgenden im Zehner-System gegebenen Zahlen in das Dreier-System um

Hier geht es zu Losungshinweisen.

a) (8)10 = (7)3??
b) (58)10 = (?)5?7
c) (100)10 (")3??
d) (277)10 = (* )

e) (666)10 = (?)s?

Hier geht es zur Musterlésung.

Technische
Hochschule
Nurnberg

Ubungsaufgabe 6.5: Wandlung Zehner- in Dreier-System

Ubungsaufgabe 6.6: Wandlung Zehner- in Fiinfer-System

Wandeln Sie die folgenden im Zehner-System gegebenen Zahlen in das Fiinfer-System um.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) (8)10 = (7)577
b) (58)10 = (?)5??
¢) (100)19 = (‘?)5??
d) (277)10 (7)
e) (666)10 = (?)s5?

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 6.7: Wandlung Zehner- in Achter-System

uim.

) (8) = (7)s77

b) (58)10 = (?)s??
c) (100)10 = (‘?)8??
d) (277)10 = (7 )

e) (666)10 = (7)s”

Hier geht es zur Musterlésung.

Wandeln Sie die folgenden im Zehner-System gegebenen Zahlen in das Achter-System (Oktalsystem)

malsystem) um.

a) (8)10 = (Due??

b) (58)10 = (?)1677
c) (100)19 = (?)1677
d) (277)10 = (71677
e) (666)10 = (?)1677

Hier geht es zur Musterldsung.

Wandeln Sie die folgenden im Zehner-System gegebenen Zahlen in das Sechzehner-System (Hexadezi-

Ubungsaufgabe 6.8: Wandlung Zehner- in Sechzehner-System
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6.4. Wandlung zum Zehnersystem

Erlauterung 6.4: Wandlung zum Zehnersystem

Um eine in einem beliebigen b-adischen System dargestellte Zahl in das gewohnte Dezimalsystem zu
iiberfithren, werden die einzelnen Ziffern der gegebenen b-adischen Zahl Ziffer fiir Ziffer, von rechts nach

links mit der jeweiligen Wertigkeit multipliziert; die sich ergebenden Produkte werden anschliefend
addiert.

Beispiel 6.4: Wandlung zum Zehnersystem

(101.0011)5 = (?)10

Stelleio 6 5 4 3 2 1 0
Wertigkeit, 260 25 24 23 22 2l 20
= Wertigkeit,;, 64 32 16 8 4 2 1 64+16+2+1=283
Ziffery 10 1 0 0 1 1
Produktqg 64 0 16 0 O 2 1

(362)7 = (?)10

Stellelo 2 1 0
Wertigkeit 7?7
= Wertigkeit,, 49 7 1 147 +42 +2 =191
Ziffery; 3 6 2
Produktig 147 42 2

= (362)7 = (191)1

Ubungsaufgabe 6.9: Wandlung Zweier- zum Zehnersystem

Wandeln Sie die folgenden Zahlen in das Zehner-System (Dezimalsystem) um.
Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) (1001)2 = (?)197?

b) (10.1111)5 = (?)107??

¢) (1101.1010)2 = (?)10??

d) (0110.1011.0001)2 = (?)10??

e) (110.0110.0110.0110)5 = (?)19??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 6.10: Wandlung Dreier- zum Zehnersystem

Wandeln Sie die folgenden Zahlen in das Zehner-System (Dezimalsystem) um.
Hier geht es zu Losungshinweisen.

a) (21)3 = (?")107?

b) (1.020)3 = (?)10??

¢) (222.102)5 = (?)10??

d) (011.022.000)5 = (?)10??
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e) (21.021.021.021)3 = (?)10??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 6.11: Wandlung Fiinfer- zum Zehnersystem

Wandeln Sie die folgenden Zahlen in das Zehner-System (Dezimalsystem) um.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) (14)5 = (?)10??

b) (323)5 = (?)10??

¢) (2.001)5 = (?)107?

d) (034.123)5 = (?)10??
e) (21.433.040)5 = (7)10??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 6.12: Wandlung Oktal- zum Zehnersystem

Wandeln Sie die folgenden Zahlen vom Achter (Oktal)- in das Zehner-System (Dezimalsystem) um.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) (57)s = (?)1077

b) (602)s = (?)107?

c) (4.336)s = (?)107?
d) (12.065)s = (?)10??
e) (1.200.704)s = (?)107?

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 6.13: Wandlung Hexadezimal- zum Zehnersystem

uil.

Hier geht s su Losungshinweisen.
a) (1A)16 = (?)107?
b) (BF)16 = (?)1077?
¢) (3CD)16 = (M)10??
d) (IF7E)16 = (?)107?
¢) (AFOD2)15 = (?)107?

Hier geht es zur Musterlésung.

Wandeln Sie die folgenden Zahlen vom Sechzehner (Hexadezimal)- in das Zehner-System (Dezimalsystem)
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6.5. Wandlungen zwischen Dual-, Oktal-, und Hexadezimal-System

Erlduterung 6.5: Wandlung vom Dual- in das Oktal- und Hexadezimalsystem

Wenn vom Dual- zum Oktalsystem umgewandelt werden soll, dann teilt man von rechts her ,Dreier-
péackchen® ab; ggf. muss man links fiihrende Nullen erginzen.

Begriindung: Das Oktalsystem kennt Ziffern von 0 bis 7; dafiir benétigt man im Dualsystem drei Bits.

Wenn vom Dual- zum Hexadezimalsystem umgewandelt werden soll, dann teilt man von rechts her
»Viererpackchen“ ab; ggf. muss man links fithrende Nullen ergénzen.

Begriindung: Das Hexadezimalsystem kennt Ziffern von 0 bis F (=15); dafiir ben6tigt man im Dualsystem
vier Bits.

Anschliessend werden die Dreier- bzw. Viererpackchen getrennt voneinander in das gewiinschte Zielsystem
umgewandelt.

\.

Beispiel 6.5: Wandlung vom Dual- in das Oktal- und Hexadezimalsystem

Wandle (101.1010.1101.1010)2 a) in das Oktal- und b) in das Hexadezimalsystem!

a) 101101011011010 -> 101 | 101 | 011 | 011 | 010
5 5 3 3 2

b) 101101011011010 -> 0 101 | 1010 | 1101 | 1010
5 A B A

— (101101011011010); = (55.332)s = (5ABA)g

Ubungsaufgabe 6.14: Wandlung vom Dual- in das Oktal- und Hexadezimalsystem

Wandeln Sie die folgenden Zahlen jeweils vom Dual- in das Oktal- und Hexadezimalsystem um.

Hier geht s zu Losungshinweisen.
a) (1001)3 = (?)g = (7)167??
b) (110101)3 = (2)s = (?)1677

¢) (10101101) = (?)s = (D)167?

d) (111010000110 = (?)s = (?)167?

e) (010110010110010110)5 = (?)s = (?)167?

Hier geht es zur Musterlésung.

Erlduterung 6.6: Wandlung vom Oktal- und Hexadezimalsystem in die ,,anderen

Informatikersysteme*

Wenn man eine Oktalzahl oder eine Hexadezimalzahl nach Dual wandeln mochte: Einfach von links
nach rechts Ziffer fiir Ziffer das betreffende Bitmuster hin schreiben.

Oktal nach Hexadezimal bzw. Hexadezimal nach Oktal geht am besten, indem man zuerst nach
Dual wandelt und anschliefend die Dualzahl in das gewiinschte Zielsystem transferiert (3er- bzw.
Viererpéckchen von rechts her).
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Beispiel 6.6: Wandlung vom Oktal- und Hexadezimalsystem in die ,,anderen

Informatikersysteme*

(372)s = (7)2 (E2A)16 = (7)2

3 7 2 E 2 A
011 111 010 1110 0010 1010
= (372)s = (11.111.010), (E2A) 6 = 1110.0010.1010,
(372)s = (?)16 (E2A)16 = (7)s

3 7 2 E 2 A

000 0.11 11.1 010 = OFA = FA 111.0 00.10 1.010 = 7.052
= (372)8 = (FA)H)' (E2A)16 = (7052)8

Ubungsaufgabe 6.15: Wandlung vom Oktal- und Hexadezimalsystem in die ,,anderen

Informatikersysteme*

Wandeln Sie die gegebenen Zahlen in das jeweils angegebene Zielsystem um.

Hier geht es zu Losungshinweisen.

a) (27)s = (7)1677

b) (1.001)s = (?)167?
c) (070.707)s = (?)16??
) (3A)16 = (?)s??

e) (D05)16 = (?)s??

f) (E5AC)16 = (?)s??

(oW

Hier geht es zur Musterlésung.

Hinweis 6.2: Wandlungen zwischen Zahlenbereichen

Hier finden Sie ein weiteres Tutorial incl. Online-Rechner:
https://www.arndt-bruenner.de/mathe/scripts/Zahlensysteme.htm#l
Link zuletzt gepriift am 16-OKT-2024.
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6.6. Hilfestellung: Das Horner-Schema

Erlduterung 6.7: Zahlenwandlung mit dem Horner-Schema

Das Horner-Schema kann das manuelle Rechnen mit Polynomen etwas vereinfachen. Es basiert auf der
Darstellung eines Polynoms als ,,Ketten-Produkt*:

Up U+ ap1 V" P an o "2+ das- b2 +ar b +ag- b
=((...((an b4+ an—1) - b+an_—2)-b+...)-b+az)-b+ay) -b+ag

\. J

Beispiel 6.7: Zahlenwandlung mit dem Horner-Schema

Wandlung der Zahl (2.031)5 = (7)10:

((2-540)-54+3)-5+1=(10-5+3)-5+1=753-5+1 = 265+ 1 = 266
265
10 53

Ubungsaufgabe 6.16: Zahlenwandlung mit dem Horner-Schema

Rechnen Sie die gegebenen Zahlen unter Verwendung des Horner-Schemas in das Dezimalsystem um.
Beurteilen Sie selber, ob dies einfacher / schneller als mit der bisher bekannten Methode geht.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) (1101); = (?)1077
b) (1101) = (?)107?
(

C) (21201)3 = ?)10??
d) (21.201)5 = (?)10??

f) (30.364)9 = ( .)m??

Hier geht es zur Musterlésung.

Hinweis 6.3: Horner-Schema

Hier finden Sie ein weiteres Tutorial incl. Online-Rechner:

https://www.arndt-bruenner.de/mathe/scripts/Zahlensysteme.htm#l
Link zuletzt gepriift am 16-OKT-2024.
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6.7. Begrenzte Stellenzahl

Erldauterung 6.8: Bereichsgrenzen durch beschrinkte Stellenzahl

Nichts kann unendlich grof§ werden — das gilt natiirlich auch fiir den Speicher einer Rechenmaschine
und damit fiir die grofite darstellbare Zahl.

Mit einer dreistelligen Zahl kann man im Zehnersystem bis maximal (999); zdhlen; es gilt: (999)19 =
(10)3, — 1.

Mit einer fiinfstelligen Zahl kann man im Siebenersystem bis (66.666)7; = (16.807)10 zdhlen; es gilt:
(16.807)10 = (7)5, — 1.

Allgemein gilt: In einem b-adischen System mit n Stellen ist die grofite darstellbare Zahl b™ — 1

Ubungsaufgabe 6.17: Bereichsgrenzen durch beschrinkte Stellenzahl

Bestimmen Sie fiir die gegebenen Kombinationen Basis b und Stellenzahl n die grofitmaogliche darstellbare
Zahl. Geben Sie diese Zahl im ber- und im Zehnersystem an.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a)b=2 n=T177
Yb=2 n=3277
c)b=3 n=0677
Yb=4 n=1277
&) b=8 n =477
f)b=12 n =577
g)b=16 n =577

=)

[N

Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 6.18: Bereichsgrenzen durch beschrinkte Stellenzahl

Rufen Sie einen Online-C-Compiler auf, z. B. hier:
https://www.onlinegdb.com/online_c_compiler
https://www.programiz.com/c-programming/online-compiler/
https://www.online-cpp.com/online_c_compiler

(u.v.m.; Links zuletzt gepriift am 16-OKT-2024).

Geben Sie anschlieffend den untenstehenden Code ein (Markieren, Copy & Paste).
a) Fithren Sie den Code aus und interpretieren Sie das Ergebnis.??

Hier geht es zur Musterlésung.

Listing 6.1:  C-Programm: Begrenzte Stellenzahl bei vorzeichenlosen ganzen Zahlen

#include <stdio.h>

void main()

{

struct {
unsigned int ZweiBits 2; // Eine Zahl mit zwei Bits
unsigned int DreiBits 3;
unsigned int VierBits : 4;
unsigned int FuenfBits 5; // Eine Zahl mit funf Bits

} Zahl;

int i;

Zahl .ZweiBits = Zahl.DreiBits = Zahl.VierBits = Zahl.FuenfBits = 0;

printf ("32-Bit 2-Bit 3-Bit 4-Bit 5-Bit \n");

for (i=0; i<=40; i++) {
printf (" %24: %2d %24 %24 %2d \n", i, Zahl.ZweiBits, Zahl.

DreiBits, Zahl.VierBits, Zahl.FuenfBits);
Zahl .ZweiBits++;
Zahl .DreiBits++;
Zahl .VierBits++;
Zahl .FuenfBits++;

}

}
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6.8. Addition in verschiedenen Zahlensystemen

Erlduterung 6.9: Addition im Zehnersystem

Betrachten wir die gewohnte schriftliche Addition im Zehnersystem anhand eines Beispiels:

Wir rechnen von rechts nach links: 3 +8 = 11; den Ubertrag 1 schreiben

3. 6 5 3
+ 6 1 8 wir in die néchste Stelle nach links. 5 + 1 4+ Ubertrag 1 = 7. 6 + 6 = 12;
! ! den Ubertrag 1 schreiben wir wieder in die nichste Stelle nach links.
4° 2 7 1 3 + Ubertrag 1 = 4.

\.

Beispiel 6.8: Addition im Zweiersystem

Vollig analog geht die Addition im Zweiersystem. Wir miissen lediglich beachten, dass der Ubertrag
nicht erst bei 9 erfolgt (9+1=10), sondern bereits bei der 1 (1+1=10):

1 0 1. 0 1 1. 1 1 O

+ 1 0. 1 0 0. 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

1. 0 0 0. 0 0 0. 1 0 1

Ubungsaufgabe 6.19: Addition im Zweiersystem

Addieren Sie die gegebenen Dualzahlen.
Hier geht es zu Losungshinweisen.

a) 100.101 + 111.010 = ??

b) 101.100 + 11.011 = ??

¢) 100.011 + 010.010 = ??

d) 011.011 4+ 011.110 = ??

¢) 1.011.001 + 100.110 = ??

f) 1.001.001 + 100.111 = ??

g) 100.101 + 01.101 4 11.100 = ??

h) 1.110.111 + 101.011 4 01.101 = ??

i) 10.110.010 4 101.101 + 11.010 = ??

j) 110.110 + 010.110 + 001.101 4 11.001 = ??

Hier geht es zur Musterlésung.

\

Beispiel 6.9: Addition im Fiinfersystem

- Vollig analog geht die Addition in anderen Systemen. Wir miissen lediglich beachten,
0 dass der Ubertrag nicht erst bei 9 erfolgt (9+1=10), sondern bereits bei der b — 1.
| =}
% E" Beispiel im Fiinfersystem: Der Ubertrag geschieht bei 4: 44+1=10.
z < Wenn Thnen das Rechnen in anderen als dem gewohnten Zehnersystem schwer
g 14 fallt: Basteln Sie sich aus zwei Papierstreifen einen ,,Rechenschieber®. Die Skizze
j: 10 rechts zeigt den Gebrauch am Beispiel (3)5 + (3)5 = (11)5. Eine Vorlage fiir den
— ,Rechenschieber” finden Sie auf Seite 72.
112] 2.1 4 3. 3 0 4
13] + 3 3 4 1 2 3
14 1 1 1 1
T 3. 0 3 2. 4 3 2
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Ubungsaufgabe 6.20: Addition in verschiedenen Zahlensystemen

Addieren Sie die gegebenen Zahlen im Dreiersystem.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) 01.210 4+ 111 =77

b) 01.210 + 222 = 77

c) 212.210 4+ 02.111 = 77

d) 121.001 + 222.122 = 77

e) 11212 + 21120 + 02212 = 77

f) =22.112 + 12.212 + 201.210 + 22.11277

Addieren Sie die gegebenen Zahlen im Vierersystem.
g) 2.1314+0.111 = 77

h) 12.321 +23.133 = 77

i) 233.232 + 333.011 = 77

j) 23.112 + 12.312 4+ 01.310 = 77

k) 322.323 4 21.301 + 13.221 + 31.203 = 77

Addieren Sie die gegebenen Zahlen im Fiinfersystem.
1) 30.413 + 24.310 = 77

m) 423.324 + 233.324 = 77

n) 341.023 + 22.433 4+ 01.343 = 7?

0) 223.344 4 334.422 + 11.440 4 44.113 = 7?7

Addieren Sie die gegebenen Zahlen im Oktalsystem.
p) 4.626 +3.771 = 77

q) 32.664 4 77.701 = 7?

1) 354.026 4 214.372 + 33.546 = 77

s) 5.377.024 + 427.006 + 00.236 + 22.175 = 77
Addieren Sie die gegebenen Zahlen im Hexadezimalsystem.
t) 3A6 + BCD = 77

u) 7.FB3 4+ 8EA =77

v) 9.0B4 + 8.4CF = 77

w) FF.EED + CC.BBA = 77

x) A.702 + 6.FBO 4 3.327 = 7?7

y) EF09 + A.7BC + 6.69D = 77

z) 37.FB4 + 62.C01 + 49.BBA + 90.92E = 7?

Hier geht es zur Musterlésung.

Hinweis 6.4: Addition in verschiedenen Zahlensystemen

Hier finden Sie Online-Rechner:

https://de.planetcalc.com/2096/
https://de.binary2hex.com/allesystem.html
Alle Links zuletzt geprift am 16-OKT-2024.
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6.9. Subtraktion in verschiedenen Zahlensystemen

Erlduterung 6.10: Subtraktion im Zehnersystem

Betrachten wir die gewohnte Subtraktion im Zehnersystem:
2 6
-1 7

)
4

— folgt —
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6.9.1. Rechenschieber zum selber Basteln

n=2 n=2 n=3 n=3 n=4 n=4 n=5 n==5 n==6 n=6
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 10 2 2 2 2 2 2 2 2
11 11 10 10 3 3 3 3 3 3
100 100 11 11 10 10 4 4 4 4
101 101 12 12 11 11 10 10 5 5
110 110 20 20 12 12 11 11 10 10
111 111 21 21 13 13 12 12 11 11
1000 1000 22 22 20 20 13 13 12 12
1001 1001 100 100 21 21 14 14 13 13
1010 1010 101 101 22 22 20 20 14 14
1011 1011 102 102 23 23 21 21 15 15
1100 1100 110 110 30 30 22 22 20 20
1101 1101 111 111 31 31 23 23 21 21
1110 1110 112 112 32 32 24 24 22 22
1111 1111 120 120 33 33 30 30 23 23
10000 10000 121 121 100 100 31 31 24 24
10001 10001 122 122 101 101 32 32 25 25
10010 10010 200 200 102 102 33 33 30 30
10011 10011 201 201 103 103 34 34 31 31
10100 10100 202 202 110 110 40 40 32 32
10101 10101 210 210 111 111 41 41 33 33
10110 10110 211 211 112 112 42 42 34 34
10111 10111 212 212 113 113 43 43 35 35
11000 11000 220 220 120 120 44 44 40 40
11001 11001 221 221 121 121 100 100 41 41
11010 11010 222 222 122 122 101 101 42 42
n=2 n=2 n=3 n=3 n=4 n=4 n=5 n=>5 n==6 n==6
© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 72

Alle Rechte vorbehalten 6. Ganze Zahlen: Zahlensysteme

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auBenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



6. Ganze Zahlen: Zahlensysteme . = ipm Dhl I I Lisemaonte

. iRBD - Managementberatung Niirnberg

n=7 n=7 n=§8 n=§8 n=9 n=9 n=10 n=10 n=16 n=16
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
5 5 5 5 5 5 5 5 5 5
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
10 10 7 7 7 7 7 7 7 7
11 11 10 10 8 8 8 8 8 8
12 12 11 11 10 10 9 9 9 9
13 13 12 12 11 11 10 10 A A
14 14 13 13 12 12 11 11 B B
15 15 14 14 13 13 12 12 C C
16 16 15 15 14 14 13 13 D D
20 20 16 16 15 15 14 14 E E
21 21 17 17 16 16 15 15 F F
22 22 20 20 17 17 16 16 10 10
23 23 21 21 18 18 17 17 11 11
24 24 22 22 20 20 18 18 12 12
25 25 23 23 21 21 19 19 13 13
26 26 24 24 22 22 20 20 14 14
30 30 25 25 23 23 21 21 15 15
31 31 26 26 24 24 22 22 16 16
32 32 27 27 25 25 23 23 17 17
33 33 30 30 26 26 24 24 18 18
34 34 31 31 27 27 25 25 19 19
35 35 32 32 28 28 26 26 1A 1A
n="7 n="7 n=§ n=§ n=9 n=9 n=10 n=10 n=16 n=16
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6.10. Multiplikation in verschiedenen Zahlensystemen

Erlauterung 6.11: Schriftliches Multiplizieren im Zehnersystem

Es gilt: Produkt = Multiplikator - Multiplikand
(Beispiel: 3712 - 265).

3 7 1 2 - 2 6 5 Wir bearbeiten von links nach rechts Ziffer fiir Ziffer des
6 4 2 4 (2-3.712) Multiplikanden; diese werden jeweils mit den Multiplikator-
""""" 89 Y63 19) Ziffern von rechts nach links multipliziert; ein etwaiger
1o v Ubertrag wird bei der nichsten Ziffer hinzu addiert (Uber-
L9 5 5 0 (5-3.712) trage im Beispiel schwarz).
11 Diese Zwischensumme schiebt sich mit jeder Stelle um eins
9 8 3 6 8 0 nach rechts.

Abschlieflend werden die Zwischensummen mit Ubertrag (im
Beispiel rot) zum Endergebnis addiert.

Erlauterung 6.12: Schriftliches Multiplizieren in beliebigen Zahlensystemen

In anderen Zahlensystemen als dem vertrauten Dezimalsystem gehen wir beim schriftlichen Multiplizieren
genauso Vvor.

Beispiel 6.10: Multiplikation im Fiinfersystem

Berechne (3143)5 . (2301)5 = (?)5
Vielleicht hilft Thnen bei dieser Aufgabe eine ,,Einmaleins-Tabelle“ im
Fiinfersystem — wie nebenstehend.
001 2 3 4
olo o o o0 o0 314 3 - 2 3 0 1
110 1 2 3 4 11%%1 (2-3.143)
200 2 4 11 18 e 7 I R (33.143)
3/0 3 11 14 22 I I U
410 4 13 22 31 600 0 (0-3.143) -
3 1 4 3 (1-3.143)
"""" T
1 3 4 0 3 0 4 3

Ubungsaufgabe 6.21: Multiplikation im Zweiersystem

Multiplizieren Sie die gegebenen Zahlen im Binidrsystem.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) 10110 = 77

b) 1.101 - 11 = ??

¢) 11.101- 1.011 = ??

d) 10.001 - 1.101 = ??

¢) 00.110.011 - 01.010 = ??
f) 10.110.111 - 011.010 = ??

Hier geht es zur Musterldsung.
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Ubungsaufgabe 6.22: Multiplikation im Dreiersystem

Multiplizieren Sie die gegebenen Zahlen im Dreiersystem.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) 102 - 21 = 77

b) 222 111 = ??

c) 210221 = ??

d) 222222 = ??

e) 2.010 - 1.020 = 77
f) 01.210 - 2.121 = ??

Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 6.23: Multiplikation im Fiinfersystem

Multiplizieren Sie die gegebenen Zahlen im Fiinfersystem.

Hier geht es zu Losungshinweisen.

a) 4223 = 77

b) 43224 = 77

c) 432213 = 77

d) 3.334 - 142 = 77
e) 4.321-1.234 = 77

Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 6.24: Multiplikation im Oktalsystem

Multiplizieren Sie die gegebenen Zahlen im Achtersystem.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) 206 - 31 = 77

b) 372 254 = 77

c) 736 - 675 = ??

d) 1.477 - 776 = 77
e) 7.654 - 4.567 = 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 6.25: Multiplikation im Hexadezimalsystem

Multiplizieren Sie die gegebenen Zahlen im Sechzehnersystem.

Hier geht es zu Lésungshinweisen.

a) 37-E =77
b) 5D - 23 = ??
¢) FA - 9A = 77

d) AF7-3ED = 77
e) ABCD - FED = 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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6.11. Division in verschiedenen Zahlensystemen

— folgt —
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7. Komplexe Zahlen

7.1. Grundlegendes

Erlauterung 7.1: Komplexe Zahlen

Im R konnen keine Wurzeln aus negativen Zahlen gezogen werden; ebenso sind Logarithmen aus
negativen Zahlen nicht definiert. Diese Einschrankungen hebt man durch Einfithrung der komplezen
Zahlen auf.

Man definiert:
ji=v-1
j ist die imagindre Einheit; die Mathematiker und Physiker schreiben i, die Elektrotechniker schreiben

meistens j, um eine Verwechselung mit dem zeitabhingigen Strom i = i(t) auszuschlieflen.”!

Damit erhalt man eine neue Zahlenmenge:
(C::{g:(f—l—j'w|0,w€R,j:\/—1}

Elektrotechniker unterstreichen komplexwertige Variablen haufig (z).
Einige Definitionen: Fiir die komplexe Zahl z = 0 +j - w ist
o R(2) = o der Realteil;
o

e S(z) = w der Imaginarteil;
e |z| :=v0o? + w? der Betrag und

o z¥:=0—j -wdiezu z=0+]j-w konjugiert komplexe Zahl.
o
3 4° C
Komplexe Zahlen werden in der Gaufischen Zahlenebene
dargestellt; diese dhnelt einem x-y-Koordinatensystem. 2
o Die Abszisse (Rechtsachse) ist die Realteil-Achse. TR R L+]
o Die Ordinate (Hochachse) ist die Imagindrteil-Achse. 2
| | | | | K,
Damit steht jeder Punkt der Gauflschen Zahlenebene fir 1? é H i % %
genau eine komplexe Zahl. A .
. z=1-j
Rechts ist eine Gaufische Zahlenebene mit drei Beispiels- z1=-3-2-]
. 2j -+
zahlen dargestellt.
-3j

7-1Man beachte: Die imaginire Einheit i (oder j) wird in Steilschrift geschrieben — genau so wie die Eulersche Zahl e oder der
Differentialoperator d im Ausdruck d/d« f(z).
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7.2. Ubungen

Ubungsaufgabe 7.1: Grundlegendes

a) z =5+ 3j; Geben Sie Real- und Imaginérteil an. 77
b) z = —4 + 7j; Geben Sie Real- und Imaginérteil an. 77
¢) z =8 — j; Geben Sie Real- und Imaginérteil an. 7?7

d) z = 6 + 2j; Geben Sie z* an. 7?

e) z = —4 — j; Geben Sie z* an. 7?7

f) Was ist der Betrag von z = —j 7 77

g) Was ist der Betrag von z =7+ 6j ? 7?

Hier geht es zur Musterlésung.

7.3. Grundrechenarten

Erlauterung 7.2: Grundrechenarten mit komplexen Zahlen

Grundregel: Real- und Imaginérteil sind voneinander unabhéngig!

Addition und Subtraktion: Real- und Imaginérteil getrennt addieren/subtrahieren:

Zz] = 01+ jwi; 29 = 02 + jws

21 £ 20 =01 +jwr £ (02 +jwe) =01 £ 02+ (w1 T w)
Multiplikation: Distributivgesetz anwenden. Beachte: j-j = j? = —1.

Zz1 = 01+ jwi; 29 = 02 + jws

212 =01-02+]j - w1-02+] 01 - wp—wi -wp=01-02—wi-wa+j- (01 wp+02-wp)

Realteil Imaginérteil

Division: Reellmachen des Nenners durch Erweiterung mit dem konjugiert komplexen Nenner (3.
binomische Formel). Beachte: (o + jw) - (0 — jw) = 02 + w? wg. j2 = —1.

Z1 =01 + jwi; Z9 = 02 + jwa
zy _oitjwr _ (o1 +jwi) (02 —jws) 0103+ wi-watjc (w102 — w2 01)

2y Oo2tjwer (02 +jwa) - (02 — jwa) o5 +ws

7.4. Ubungen

Ubungsaufgabe 7.2: Grundrechenarten mit komplexen Zahlen

a) Addieren Sie z; + 23 = z mit 21 =3 +4j,20 =2 —3j 7?
Addieren Sie z1 + 20 = z mit 2y = =5+ 3j,20 =5 —5j 77

o
~—~

Subtrahieren Sie 21 — 29 = z mit 2y =1 —2j,20 = —4—j 77

o
~

d) Subtrahieren Sie z; — 2o = z mit 23 =6 4 5j,20 =8 — 3j 77

e) Multiplizieren Sie 21 - 20 = z mit 29 = —3 — 4j, 20 = 7+ 4j 77
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f) Multiplizieren Sie 2z - 20 = z mit 21 =3+ 2j,20 =6 —j 7?7
g) Dividieren Sie z = (—8 +2j)/(4 — 9j) ??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 7.3: Komplex etwas komplexer [OpenATI2024h]

a) Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = 4 + 3i und 2o = 2 — 5i. Berechne das Produkt z; - 29 und
stelle das Ergebnis in der Form a + bi dar. 7?7

b) Gegeben sind die komplexen Zahlen z3 = —1 + 2i und z4 = 3 4 4i. Berechne die Division z—i und
stelle das Ergebnis in der Form a + bi dar. 7?7

¢) Gegeben sind die komplexen Zahlen z5 = 2 4 ¢ und 25 = 1 — 3i. Berechne das Produkt (zs - 2¢) - Zg,
wobei Zg die konjugierte komplexe Zahl von zg ist. Stelle das Ergebnis in der Form a + bi dar. 77

Hier geht es zur Musterldsung.
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8. Termumformungen — Der Gleichungskalkiil

8.1. Gleichungen

Erlauterung 8.1: Allgemeines zu Gleichungen

Gleichungen verkniipfen zwei Terme (den linken Seitenterm und den rechten Seitenterm) mittels des
Gleichheitszeichens =:

T, =T,

Im logischen Sinne ist eine Gleichung eine Aussage (bzw. eine Aussageform, falls einer der beiden Terme
mindestens eine Variable enthilt).

Damit hat man entweder eine ,richtige Gleichung” (die Gleichung ist eine logisch wahre Aussage) oder
eine ,falsche Gleichung“ (die Gleichung ist eine logisch falsche Aussage). Beispiel:

3 =3 Richtig

3 =28 Falsch

Enthélt mindestens einer der Terme Variablen, dann nennt man das Suchen aller konkreten Werte fiir
die Variable oder fiir die Variablen, die beim Einsetzen eine richtige Gleichung ergeben, das Lésen der
Gleichung, die gefundenen konkreten Werte sind dann die Losungen der Gleichung. Sie bilden zusammen
genommen die Lisungsmenge I der Gleichung. Beispiele:

=3 L= {3)
r+1=8 L={7}
(x+1)-(x—3)=0 L={-1; 3}
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8.1.1. Gleichungen mit linearen Termen

Erlauterung 8.2: Rechenregeln fiir lineare Gleichungen

und Division durch 0).

Zielsetzung ...

lost.

Vorgehensweise:

Beispiele:

e 4+ =17

Sr=T7—-4=3

Alle Rechenoperationen (+,

Sd+zr—-4=7-4

o« 4.-x=-12
sS4.r+-4=-12+4
S r=-3
8 —x

. 2 =3

—,-,+) sind fiir Gleichungen erlaubt (Aquivalenzumformungen), solange sie
fiir beide Seiten der Gleichung gleichermafien durchgefiihrt werden (ausgenommen Multiplikation mit

Rechenregeln fiir (lineare) Gleichungen:

... ist meistens eine Umformung, so dass am Ende derjenige Wert fiir  gefunden wird, der die Gleichung

Alle Terme mit = zusammenfassen und mit Hilfe der Gegenoperationen + — oder - + so lange umformen,
bis z auf einer Seite separiert ist.

|| zza bedeutet dabei: zzx auf beide Seitenterme anwenden.

-4

+4

-2

-8
+(=1)

a) 12—z =7
b) 13—z = —4
17—z
=5
c) 3
5.2—25
d =5
) 3
2.
e)5ox7Tx:2~x+13
8.
e—"L=_2.2+8
6
10—z
g) —— =19
rz+11
h —
)4+m
2.2 —24
')3 Z =3-z+4
) 24 - x _
Vo5 +5-x

_>

—

Ubungsaufgabe 8.1: Lineare Gleichungen

Losen Sie die folgenden linearen Gleichungen nach z auf:

77

77

29

=p Kl

??

= Ul

—

77

29

= Kl

77

77

77

77
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xT

2
1
1)%—3-(3—33):4+g — 77

6-(x+1)

k 2 ??
) 1 +2,5 —

Hier geht es zur Musterlésung.

8.1.2. Summenoperator

Erlduterung 8.3: Der Summenoperator (Summenzeichen)

Das Summenzeichen ¥ (grofles griechisches Sigma) ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir wiederholtes

Addieren:

> 2
2.1
1=1
Vel
Die Laufvariable ¢
(Index, Summa-

tionsindex) durch-
lauft alle ganzen

=12+ 22 + 3 4+ 4% + 5

for

Jede dieser Zahlen der Laufvariable wird
einmal in den Term hinter dem Summen-
zeichen (Summenglied) eingesetzt, und
dann wird iiber alle 7 Terme aufsummiert.

Zahlen von 1 bis 5.

Beispiele:

12
o Y i?=624724+82+92+10% + 112+ 122

i=6
6
e Y 2-(k+1)=6+8+10+12+14
k=2
< 11 i 2 i 3 i 4 i
i—tIni Inl In2 In3 In4
420 20 20 20 20
. - =204+ —+—+—+—
kz::() 1,1¢ + 1,1 * 1,12 + 1,13 + 1,14

Ubungsaufgabe 8.2: Summenoperator (1)

Berechnen Sie die folgenden Summen:
10

a) Y i=77?
i=1

10
b) 3 100k = ??
k=1

10
c) >.3=17
n=1

=177

- 77
i=1

Hier geht es zur Musterlésung.
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Erlauterung 8.4: Einfache Rechenregeln zum Summenoperator
e Nur ein Summand [1]:
n
D> ar=an
k=n

e Summation einer Konstanten [2]:

n 10
Zaza—ka—!—a—t—---—t—azn-a z. B. Z?‘(':lo-ﬂ'
k=1 n Stiick i=1

o Konstante in jedem Summenglied [3]:

u u 5
Yoaap=a-Y 2B, > 4-m=4-(3+4+5)=48
k=l k=l

m=3

e Summe iiber Summentermen [4]:

u u u 4
Zxkiyk:Zxkﬂ:Zyk z.B. Zk2+k:(4+9+16)+(2+3+4):38
k=l k=l k=l k=2

Ubungsaufgabe 8.3: Summenoperator (2)

Berechnen Sie die folgenden Summen:
10
a) > (40-i—220) =77
i=1
12
b) (2 —9-4) =27
i=4
§ k—2
) X (k-——)="7
k=3 3
—5
d) (k- (k+1)) =77
Hier g:ht es zur Musterlésung.

Erlauterung 8.5: Regeln fiir Summengrenzen

Die obere Grenze muss stets grofler oder gleich als die untere Grenze sein:

b
Zxkzo Vb<a
k=a

Summen lassen sich ,zerstiickeln“:

b b
Zxk:imk—l—Zﬂck a<c<b
k=a k=a

k=c+1

Beispiele:
10 5 10
> m=55=> zp+ > zpk=15+40="55
k=1 k=1 k=6
10 10 3

10-11  3-4

T =49 = T — a8 = _— =55—-6=49
> D_T— D T 7 = %
k=4 k=1 k=1 —_—
Summenformel ,kleiner Gauf3*
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Erlduterung 8.6: Umindizierung
Es gilt:
b b+o
Zxk = Z Tr_o, YoER
k=a k=a-+o
Beispiel:
5 3
dDk+1)=) (k+3)=18
k=2 k=0

Ubungsaufgabe 8.4: Umindizierung (Summenzeichen) v1

Vereinfachen Sie die Berechnung der folgenden Summen durch Umindizierung (Sofern es geht!).
5
a) Hier geht es zu Lésungshinweisen. Z k‘2 = ??
k=2
10
b) Hier geht es zu Losungshinweisen. z (2n + 1) =77
n=0
4 5
C) Hier geht es zu Losungshinweisen. Z Z (Z + ]) - ??
i=1 j=i
n
d) Hier geht es zu Losungshinweisen. Z (—1)k k=77
k=1
n
e) Hier geht es zu Lésungshinweisen. Z (Z) o 2k = ?7
k=0
Hier geht es zur Musterlsung.
\
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Erlauterung 8.7: Doppelsummen

Mehrfache Summenzeichen hintereinander werden von rechts nach links aufgelost:

n
E Tik

=il

NgE

1

=

=
Il

M-

(zir + T2+ + Tin)
1

=T11+Ti2 + -+ Tint
Z21 + X2z + -+ Topt

.
Il

Tm1l +Tm2+ -+ Tmn

Die Reihenfolge der Summenzeichen darf vertauscht werden (Ausnahme siehe néchster Punkt):

n

i iiﬂzk :Z ixik

i=1 k=1 k=1

Sonderfall: Der Summationsindex wird ,rechts® verwendet: Vertauschung nicht zuléssig:

m &
2 ) o
i=1 k=1

=x11+

To1 + Too+

xm1+xm2++$mm

Das Produkt zweier Summen ist die Doppelsumme der Produkte:

m n m n
Doai) D) =D > wiom
i=1 k=1

i=1 k=1

Ubungsaufgabe 8.5: Mehrfachsummen

Berechnen Sie die folgenden Summen:

2 4
a) S S (2-k+i)=7?

i=1 k=2
2 3
b) > Y (i-k)="77
=0 k=1
4 3
Y S+ =
=1 j5=1

=1 j=1
2 2 2
DY Y Sli+i+h)
i=175=1k=1
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3 3 3
g) > > > ij k=77
i=1j=1k=1

Hier geht es zur Musterldsung.

Hinweis 8.1: Weitere Ubungsaufgaben

Suchen Sie auch selber nach weiteren Ubungsaufgaben. Hier eine kleine Auswahl (alle Links zuletzt
gepriift am 24-AUG-2024):

https://www.studimup.de/%C3%BCbungen/algebra/summen-und-produktzeichen/

http://www.raschweb.de/emg-g9/LKM-Uebung-02.pdf
https://elearning.th-wildau.de/mod/book/view.php?id=122085&chapterid=186
https://www.math.kit.edu/iag6/lehre/am12014w/media/loesungenl.pdf

8.1.3. Produktoperator

Erlduterung 8.8: Der Produktoperator (Produktzeichen)

Das Produktzeichen IT (groles griechisches Pi) ist eine abgekiirzte Schreibweise fiir wiederholtes Multi-
plizieren:

5
[[#*=1%-2%.3%.4%.57

ST

Die Laufvariable ¢ Jede dieser Zahlen der Laufvariable wird

durchliuft alle einmal in den Term hinter dem
ganzen Zahlen von  Produktzeichen (Faktor) eingesetzt,
1 bis 5. und dann wird iiber alle i-Terme multipliziert.
Beispiele:
12
e [[*=6%-72-82.92.10%-112 - 122

=6

6
(k+1)=6-8-10-12-14=2 3 (k+1)
k=2

L]
bl
[=e
[N}

1 1 2 3 4

n
4 2 1 1 1 1
. Hlo,:20.<1._._._. )

o
Il

=18

Ubungsaufgabe 8.6: Einfache Aufgaben zu Produktoperatoren [OpenAI2024ab)]

4
a) Berechnen Sie das Produkt [] 4. 7?
i=1
5
b) Berechnen Sie das Produkt [] (k+1). ??
ki

=il
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6
¢) Berechnen Sie das Produkt [ (2n —1). ??

n=2

5
d) Berechnen Sie das Produkt [[ 7. 77
m=1

n
e) Berechnen Sie das Produkt [] (1 = p%) fir n =4. 77
p=1

Hier geht es zur Musterlésung.

8.1.3.1. Fakultiten

Erlauterung 8.9: Die Fakultat

Unter der Fakultdt n! einer natiirlichen Zahl n versteht man das Produkt aller natiirlichen Zahlen, die
kleiner oder gleich n sind:

nl=[]i=1-2 n
i=1
Dazu definiert man noch 0! := 1.

Die Fakultdt hat weitreichende Anwendungen, z. B. in der Kombinatorik, oder in der Reihenentwicklung
von Funktionen.

Ubungsaufgabe 8.7: Fakultiiten

Berechnen Sie:
a) 5! = 77
b) 10! = ??
) 81 —31=77
d) 4l =77
oK 13' N
14!
) —= =77
) 12!
Hier geht es zur Musterldsung.

8.1.4. Gleichungen mit quadratischen Termen

8.1.4.1. Binomische Formeln

Erlduterung 8.10: Binomische Formeln

L (a+b)2=(a+b)-(a+b)=a-(a+b)+b-(a+b)=a®+2-a-b+ b?
. (a—b)2=(a—-b)-(a—b)=a-(a—b)—b-(a—b)=a®*—2-a-b+b?
OI. (a+b)-(a—b)=a-(a—b)+b-(a—b) =a®—b?
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Ubungsaufgabe 8.8: Aufgaben zum Kopfrechnen

Rechnen Sie im Kopf!
a)9-11=77
b) 192 = ??

c) 1822 =177
d) 252 =77

e) 13-17=77
f) 352 =77
g)27-33="77
h) 452 = 7?7

i) 39-41 =77
j) 552 =77

k) 49-51 =77
1) 652 = 7?
m) 57 -63 =77
n) 752 = 7?7

0) 6971 =77
) 852 = 7?

q) 77-83 =177
r) 952 = 77

s) 89-91 =77
t) 1052 = 77

&

Hier geht es zur Musterlésung.

.

J

Ubungsaufgabe 8.9: Binomische Formeln

a) 51-51 = 77

b) 392 =

c) 10402

d) (z —y)? 7(:17+y)2+4xy:??

e) (s—t)2+2(s—t)(s+t)+(s+1)?—-3s2=77

f) (45 — 3t)2 — (25 + )2 +8st — 2(s —t)(s +t) — 10(s — )% =

g) zy + (-1 + zy) (-1 — \/Ty) =77

h) x? — 2zy + y? 222 — 4xy + 2y
222 — dxy 4 2y?  4a? — 8xy + 4y?

0 -y (@49’ _,,

(r—y)? 2*—y?

2
Hier geht es zur Musterlésung.

=77
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8.1.4.2. Der binomische Lehrsatz

Erlauterung 8.11: Binomischer Lehrsatz

Der binomische Lehrsatz ist ein Satz der Mathematik, der es in seiner einfachsten Form ermdglicht, die
Potenzen eines Binoms z + y, also einen Ausdruck der Form

(x+y)",neN
als Polynom n-ten Grades in den Variablen x und y auszudriicken.
Binomischer Lehrsatz fiir natiirliche Exponenten:

Fiir alle Elemente z und y eines kommutativen unitdren Rings und fiir alle natiirlichen Zahlen ¢ gilt die
Gleichung;:

@ty =3 (Z) 2y

Insbesondere gilt dies fiir reelle oder komplexe Zahlen z und y (mit der Konvention 0° = 1).
Die Koeffizienten dieses Polynomausdrucks sind die Binomialkoeffizienten

(n>n~(n1)~~(nk+1) nl

k 1-2.-k T =k R

die ihren Namen aufgrund ihres Auftretens im binomischen Lehrsatz erhalten haben. Mit n! =1-2--.
n ist hierbei die Fakultidt von n bezeichnet.

\

Ubungsaufgabe 8.10: Binomischer Lehrsatz

Hinweis: j ist die imagindre Einheit: j = £+/—1.
3=17?

)
b) (z—y)>=77

d (§) =7
e) (5) =177
f) (§) =177
g) (1) =77
h) (317) = 72

W @-0_,

D) (a+j-b)" =77

Hier geht es zur Musterlésung.

L w
© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 89
Alle Rechte vorbehalten 8. Termumformungen — Der Gleichungskalkiil

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



. .. .. . IDM Technische
8. Termumformungen — Der Gleichungskalkiil HirBD Bl vonagementberstung ‘ ’ I I I Hochschule

8.1.4.3. Allgemeine quadratische Gleichung

Erlauterung 8.12: Quadratische Gleichungen

Die allgemeine quadratische Gleichung hat die Form

—b+Vb2—4-a-c

a-224+b-x+ec=0 mit den beiden Losungen x; 2 = 5
- a
Division durch a fiithrt auf die pg-Form:
2 -~ . . . D p\?
z°+p-x+q=0 mit den beiden Losungen z; 2 = —3 Se 3) ~ q

2
Den Radikand der Wurzel (‘g) — ¢ bezeichnet man auch als ,Diskriminante“ D. Es gilt:

e D > 0: Die quadratische Gleichung hat zwei reelle Losungen (= Nullstellen).
e D = 0: Die quadratische Gleichung hat eine reelle Doppel-Losung (= Nullstelle).
¢ D < 0: Die quadratische Gleichung hat keine reellen Losungen.

Beispiel 8.1: Herleitung der Losung der quadratischen Gleichung

ax® +br+c=0 l+a a#0M
2, b C ] .. b\’
S+ -r+-=0 Quadratische Erginzung | —
a a 2a
=0
b b\> [/ b\
o 4 —x+ () — () + €_ 0 Vereinfachen
a 2a 2a a
=(z+3%)”
b2 b\? ¢ o
s |lz+—)] —|=—) +—-=0 1. Binomische Formel
2a 2a a
b\> v ¢
= (CI) + 2a) — @ + a = 0 Umordnen
b\ b2 —dac
& — ) =— Vv
(m + Qa) 4a? |
b b2 —4
St =4y Vereinfachen
2a 4a?
b b2 —4
et =Y Nach z auflésen
2a 2a
b b2 — 4ac b+ vb% — dac
= Tr=— < T192 = —
2a 2a ’ 2a

Ubungsaufgabe 8.11: Quadratische Gleichungen

Lésen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen.

a)x? —6-z+8=0 — 77
b) —3-22+3-2+6=0 — 77
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c)—4-22-8-2+15=3 — 77
d)10-10-z — 22 =35 — 77
e)2-x—2-05-22=2 — 77
£)4-22+7=8 77
g+ L -—L =1 — 77
h)5+22=—(2-2+1) — 77
)2-z—3-22=7 — 77
Hier geht es zur Musterlésung.

8.1.5. Bruchrechnung und Gleichungen mit Briichen

8.1.5.1. Gemeine Briiche

Erlduterung 8.13: Bruchrechnung

Zahler

Definition und Schreibweise: Zahler a geteilt durch Nenner b (b # 0): p——

a
cb=a=>-b=—-=2¢
a a b b

Rechenregeln fiir Briiche:

. . a ¢ a-dExc-b
o Addition und Subtraktion: 3 + 7= b d

Besser: Anstelle b - d das kleinste gemeinsame Vielfache nehmen:
L keV(hd) | keV(b,d)

pEa- T
o Multiplikation: % : g = %
« Division: %12 %'gzz-i
o Kiirzen und Erweitern: % = % Aber: Z_t Z # %
e Immer maximal kiirzen! % - Z: :g;éi: Z))

\. J

Ubungsaufgabe 8.12: Bruchrechnung (1)

Kiirzen Sie die Briche.

12
1)
a) Tl
b) 25 _ o9
18
42
2299
°) 56
Q) % o
15

Hier geht es zur Musterldsung.
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Ubungsaufgabe 8.13: Bruchrechnung (2)

2) 15-2-2-y _ 9
4.y-5-2-9
) 2-x-y _ 9
4-z—2-2)y
C)w:?‘y
r—2-y
2.
B
2.2y
2
e)8~a: —4~a:-y:??
16-2—-8-y
p 3Ty g
4-x.3.y
Hier geht es zur Musterldésung.

Kiirzen Sie die Briiche, und stellen Sie das Ergebnis ggfs. als Dezimalzahl dar.

Ubungsaufgabe 8.14: Bruchrechnung (3) v1

Berechnen und kiirzen Sie weitestmoglich.
3 2 1
e
Vptitsts
2 1 1
b) 2 — =4 — =77
)5 2+1
5 1 3 11
S_oZ) |22 =922
) (4 2) [5+5}
4 5 1 1
)= =7
d)<3 6).[2 4} r
i 1
2 3 _ 99
8)§7g 77
4 3
12 (5 +4)
f) — 2 7
— (6412 4
72 (6412 )
2 1 2 1
) S S 2=
8 <5~a? 4 x> 5y
11 1 4 1 8
R I .| =17
b) @ (12 6) {5-93 x 15}
1
D(3-L) (-3 9) o
5 3 2
j)w+ T3 1 9
12-22-6-2-y z 4-z
Hier geht es zur Musterlésung.
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8.1.5.2. Dezimalbriiche

Erlduterung 8.14: Grundlegendes zur Umwandlung Dezimalbruch — gemeiner Bruch und

V.V.

o Gemeiner Bruch — Dezimalbruch: Einfach ausrechnen ...
Wenn notwendig, mit dem Periodenzeichen arbeiten (Uberstreichen dessen, was sich unendlich
wiederholt).

e Dezimalbruch — Gemeiner Bruch: Vorkomma-Stellen getrennt behandeln.

— Nicht-periodischer Dezimalbruch — Gemeiner Bruch: Anzahl Nachkomma-Ziffern zéhlen, im
Zahler die Nachkomma-Stellen ohne das Komma, im Nenner eine 1 und dahinter genau so
viele Nullen, wie es Nachkomma-Ziffern sind.

Anschliefend ggf. maximal kiirzen.

— Periodischer Dezimalbruch — Gemeiner Bruch: Periode in den Zéahler, Anzahl Ziffern der
Periodizitét zdhlen, durch genau so viele 9’er teilen, ggf. im Nenner soviele Nullen anhéngen,
wie die Periodizitat ,vom Komma entfernt® ist.

Anschliefend ggf. maximal kiirzen.

Beispiele:
. = (0,0428571428571428571... = 0,0428571
01=1
9
1234 617
. 1234 = =
0,0123 100000 50000
R 1327
. 1327 =
0,001327 999900

Ubungsaufgabe 8.15: Umwandlung Bruch in Dezimalbruch [OpenAI2024i]

a) Wandle den Bruch % in einen Dezimalbruch um. 7?7

b) Wandle den Bruch % in einen Dezimalbruch um. 77

¢) Wandle den Bruch % in einen Dezimalbruch um. ?7?

d) Wandle den Bruch %2; in einen Dezimalbruch um. 77

e) Wandle den Bruch g%ég in einen Dezimalbruch um. 77
f) Wandle den Bruch %%ég in einen Dezimalbruch um. 77
g) Wandle den Bruch 162738495 in einen Dezimalbruch um. ?77?
h) Wandle den Bruch 23785 in einen Dezimalbruch um. ??
i) Wandle den Bruch ﬁggg in einen Dezimalbruch um. 77
Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 8.16: Umwandlung Dezimalbruch in Bruch

Wandeln Sie die angegebenen Dezimalbriiche in gemeine Briiche um:
a) 0,25 =77

b) 0,0625 = 77

c) 0,21875 =77

d) 8,734375 = 77
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e) 0,4=77
f) 0,53 =77
g) 0,270 = 77
h) 0,38 =77
i) 0,162 = 77
j) 3,4334 =77
k) 2,2463127 = 77
Hier geht es zur Musterlosung.

8.1.5.3. Kettenbriiche

Erldauterung 8.15: Kettenbriiche

Lange des Quadrates der Seitenlédnge 1.

der Sonnenumlaufzeiten Mars zu Erde):

Kettenbriche sind bereits seit dem Altertum bekannt. Die Griechen kannten noch keine irrationalen
Zahlen (wie bsp. v/2); Hippasos fand bereits im 5. Jahrhundert v. Chr. eine Niherungslosung fiir die

Kettenbriiche sind Briiche der Form (rechts ein Beispiel von Huygens aus dem 17. Jahrhundert, Verhéltnis

auf einen ,,Normalbruch“ zuriickzufithren, kann eine Technik sein.

Losungstechniken zu nutzen.
Man nutzt fir die Umwandlung den Euklidischen Algorithmus.

Da es zunéchst nur eine Umformung ist, folgend nur ein paar Ubungen.

b 365 1 1 1 1
a+c+ d @:@:14-%_14-— :1-1— !
e—i—i 365 365 @ 1+ 1
. 322 1
7+ 1
2+ﬁ

Es gibt Situationen, in denen sich Bruchfolgen ergeben, die die Gestalt eines Kettenbruchs haben. Diese

Gelegentlich kann es sinnvoll sein, aus ,normalen Briichen“ Kettenbriiche zu machem, um bestimmte
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Beispiel 8.2: Irrationale Zahlen als unendliche Kettenbriiche
Ein Kettenbruch fiir v/2:
1 2
z=2+- (|'z) & 2°-2.2-1=0 T =14+vV2 z2=1-v2
x
Einsetzen von x; in die Ausgangsgleichung oben links ergibt:

1 1
& V2 =1+
142 14++2

1+v2=2+

1
Fiir den Nenner 1 + v/2 setzen wir wiederholt 2 + 17 ein:

+v2

1
V2=1+ :
2
" 24+ !
1
2+
24 ——
14++2
Dieses Verfahren lasst sich natiirlich unendlich oft fortsetzen. Setzt man den verbleibenden Nenner 1+ /2
3363
nach dem zehnten Schritt einfach auf 2 (anstatt auf 2,414213...), erhalt man V2 & 2378 ~~ 1,414213,

also bereits sechs giiltige Nachkommastellen.

\.

Ubungsaufgabe 8.17: Kettenbriiche

Wandeln Sie in einen Kettenbruch um:

a) EL 77
6
17

b) —=7?
) 10

c) 37 _ 77
11

Entwickeln Sie Kettenbriiche fiir die angegebenen Wurzeln:

1

d) V/5; Ansatzx:4+§—> 77
1

e) V10; Ansatz t =6+ — — 77
%

1
f) \/§;Ansatzx:4—g—> 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 8.18: Lingere Kettenbriiche [OpenAI202

a) Berechne den Wert des Kettenbruchs mit 10 Gliedern:

1
1+ 77

2+

3+

4+

5+

6 +

Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 8.19: In Kettenbruch entwickeln [OpenAI2024k]

: 365249 929
a) Kettenbruchentwicklung von 65000

Hier geht es zur Musterlésung.
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8.1.5.4. Anwendung: Dreisatz und Verhaltnisrechnung

Erlduterung 8.16: Dreisatz v1

Der Dreisatz ist ein mathematisches Verfahren, um aus drei gegebenen Werten eines Verhéltnisses den
unbekannten vierten Wert zu berechnen.®!

o Einfacher Dreisatz

— Es liegt eine GesetzméBigkeit der Art ,Je mehr A, desto mehr B vor (direkte Proportio-
nalitdt): Beim Verdoppeln (Verdreifachen, ..) von A wird auch B verdoppelt (verdreifacht,

— Gegeben ist ein Verhéltnis von a Einheiten einer Groie A zu b Einheiten einer Grofle B.

— Gefragt wird nach der Anzahl z Einheiten der Gréfle B, die in demselben Verhéltnis zu ¢
Einheiten von A stehen.

Beispiel: In 3 Stunden legt ein Fahrzeug bei konstanter Geschwindigkeit 240 km zuriick, wie weit
kommt es in 7 Stunden?

Es gilt: ,,3 zu 240 verhélt sich wie 7 zu z*
Zeit (h)  Strecke (km) Rechnung:

1. 3 240 =3 In 3 Stunden legt es 240 km zurtick.
2. 1 80 -7 Also legt es in 1 Stunde 240/3 km = 80 km zuriick.
3. 7 560 Damit legt es in 7 Stunden 7 - 80 km = 560 km zuriick.

o Umgekehrter Dreisatz

— Es liegt eine GesetzméBigkeit der Art ,,Je weniger A, umso mehr B¥ vor (indirekte Propor-
tionalitdt): Beim Halbieren (Dritteln, ...) von A wird B verdoppelt (verdreifacht, ...).

— Dabei ergeben a Einheiten einer Grofle A mit b Einheiten einer Grofle B ein konstantes
Produkt.

— Gefragt wird nach der Anzahl x Einheiten der Gréfle B, die mit ¢ Einheiten von A dasselbe
Produkt ergeben: a-b=c- x.

Beispiel: 21 Lastwagen bendétigen 35 Tage fiir den Abtransport einer bestimmten Menge Abraums.
Wie viel Zeit bendtigen hierfiir 15 Lastwagen?

Lastwagen Zeit (d) Rechnung

1. 21 35 21-35 21 LKW benétigen 35 Tage.
2. 1 735 735 +15  Also benétigt 1 LKW 21 - 35 Tage = 735 Tage.
3. 15 49 Damit benétigen 15 LKW 735/15 Tage = 49 Tage.

Ubungsaufgabe 8.20: Dreisatz und Verhiltnisrechnung

Rechnen Sie im Kopf!
a) 5 Arbeiter melken 5 Kiihe in 15 Minuten. Wie lange braucht ein Arbeiter fiir 10 Kiihe?

b) 2 Walzen formen 10 Axte in 2 Minuten. Eine fillt aus. Wie viele Axte kénnen in 30 min produziert
werden?

¢) Pro Auto werden 5 Reifen und 5 Felgen benétigt (Ersatzrad!). Je montierter Felge werden 5 Muttern
bendtigt. Es werden 1 Mio. Fahrzeuge produziert. Wie viele Reifen und wie viele Muttern werden
bendtigt?

d) Ein Wiirfel von 10 cm Kantenlidnge wird auf die halbe Hohe gestaucht. Wir gehen von Volumenkonstanz,
Gleichmaffumformung und Inkompressibilitat aus. Welche Kantenldngen hat das Objekt nach der
Stauchung?

Hier geht es zur Musterlésung.

8-1Inttps://de.wikipedia.org/wiki/Dreisatz; Abruf 17-JUL-2023.
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Erlduterung 8.17: Prozentrechnung

Ein erster wichtiger Punkt bei der Prozentrechnung ist, die richtige Basis zu sehen; hier wird besonders
in der Werbung, aber auch in strategischen oder politischen Argumentationen gerne verwirrt.

Deutlich ist das z. B. gut bei Aktienkursen: Féllt eine Aktie heute um 5 %, und steigt morgen um 5 %,
so hat sie danach nicht den Ausgangswert: (z -0,95) - 1,05 = 2 - 0,9975 # « - 1,000.

Ein anderer wichtiger Punkt ist, wann und wie haufig bzw. in welchem Zeitintervall der Prozentsatz
angewandt wird. Hierzu nachfolgend ein paar Aufgaben.

Ubungsaufgabe 8.21: Prozentrechnung

a) Der Garantiezins einer Lebensversicherung betrigt 0,9 % p. a. Sie schlielen am 21. Geburtstag einen
Vertrag an, der zum 67. Geburtstag zur Auszahlung fillig wird, mit einer monatlichen Pramie von
150 EUR.

Wie viel Zinsen hat die erste Rate ergeben? Wie viele Zinsen gab es auf die letzte Rate? 77

b) Sie schlieBen einen Kredit fiir einen Hausbau mit endfilliger Tilgung ab, d.h. Sie zahlen zunéchst
nur jahrlich endféllig Zinsen, die Tilgung am Ende der Laufzeit.
Sie schliefen 500.000 EUR Kredit ab, haben 10.000 EUR Gebiihren dazu, eine Laufzeit von 10 Jahren
und 4 % Zins (6 % ,8 %) p.a.

Wie viele Zinsen zahlen Sie in Summe? 77

¢) Ein Kapital von €5.000 wird zu einem Zinssatz von 5% pro Jahr fiir 10 Jahre angelegt. Berechnen
Sie den Endbetrag. 77

d) Wie viel muss heute angelegt werden, um in 15 Jahren bei einem Zinssatz von 4 % pro Jahr einen
Betrag von € 10.000 zu erreichen? 77

e) Ein Kapital von €7.000 wird firr 8 Jahre zu einem Zinssatz von 3,5 % pro Jahr angelegt. Wie hoch
ist der Endbetrag? 77

f) Berechnen Sie den Barwert eines Betrags von € 20.000, der in 12 Jahren féllig wird, bei einem Zinssatz
von 6 % pro Jahr. 7?

g) Ein Kapital von € 3.500 wird zu einem Zinssatz von 2,5 % pro Jahr fir 5 Jahre angelegt. Berechnen
Sie den Endbetrag. 77

h) Wie viel muss heute angelegt werden, um in 10 Jahren bei einem Zinssatz von 7% pro Jahr einen
Betrag von € 15.000 zu erreichen? 77

i) Ein Kapital von € 1.000 wird zu einem Zinssatz von 5,5 % pro Jahr fiir 20 Jahre angelegt. Wie hoch
ist der Endbetrag? 77

j) Berechnen Sie den Barwert eines Betrags von € 50.000, der in 25 Jahren fillig wird, bei einem Zinssatz
von 4,5% pro Jahr. 7?7

k) Ein Kapital von € 8.000 wird zu einem Zinssatz von 6 % pro Jahr fiir 10 Jahre angelegt. Berechnen
Sie den Endbetrag. 77

1) Wie viel muss heute angelegt werden, um in 30 Jahren bei einem Zinssatz von 3 % pro Jahr einen
Betrag von €100.000 zu erreichen? 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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8.1.6. Gleichungen mit hoheren Rechenarten

8.1.6.1. Gleichungen mit Hochzahlen

Erlauterung 8.18: Rechenregeln fiir Gleichungen mit Hochzahlen

Die Gegenoperation, um auf einer Seite einer Gleichung die Hochzahl b aufzulésen, ist:
Beide Seiten mit 1/b potenzieren!
Beispiele:
o 2% =132 | ¥ oder (: )1/5
Sax = ‘r{/3>2 =F)

o 27 =128 | ((ﬁ)fl oder ()"
o= (/@)_1 = (128) " =05

.« (2-30)33=2 ()7
& (2 —3z) =233 |l =2 || +(=3)
21/=33 _ 2

Ubungsaufgabe 8.22: Gleichungen mit Hochzahlen v1

Losen Sie die folgenden Gleichungen nach x auf:
a) (1—x)3 =27 — 77
b) (x —1)" =128 — 77
c) 2(x — 2)° = 64 — 77
d) (z+27)0%2 =2 — 77
_ \0,25
3
_ )05
p O 7HT_g 77
3
24)\*°
g) <(xz)> = 243 —7?
1 [2c—4\°
(=) = 27
h) 595G ( 5 ) 1 — 77
i)vV2r—6=2 — 77
j) 3/8l(x—3)=3 — 77
k) 8/2(3x —17) =2 — 77
Hier geht es zur Musterlésung.
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8.1.6.2. Logarithmus

Erlauterung 8.19: Logarithmus

Logarithmus von a zur Basis b:

Exponent
Basis \ ‘ Numerus
b* =a & log,a ==z Voraussetzung: a,b > 0

o Mit welcher Zahl x muss die Basis b potenziert werden, um das Ergebnis a zu erhalten?
Oder: b hoch was ist a?

Das Logarithmieren ist die Umkehr des Potenzierens: b8 (%) =z

log;, 200 = 2,301 029995 663 ...

Beispiel:
Charakteristik Mantisse

Definitionen (Abkiirzungen fiir hdufig verwendete Basen):
e loggz =gz
e log,z=:Inz mit der Eulerschen Zahl e = 2,718 281 828 459 ...

o logyz=:1dx oder alternative Schreibweise: log, z =: bz

Rechenregeln fiir Logarithmen:

o bT . bY = b¥TY & logy(z - y) = log, x + log, y
b* iy x
. b_y:b < log, 5 = log, x —log, y
. (bz)y ="y < log, (my) =y-log,x
| 1
o log,x = = B (, Taschenrechner-Formel“)

b Igb

\. J

Beispiel 8.3: Logarithmus

Ist in Gleichungen die gesuchte Variable (z.B. z) in der Hochzahl, dann kann mit Hilfe des Logarithmus
aufgelost werden.

Beispiel:
4* =10
o Moglichkeit 1: Direkte Berechnung x = log, 10 ~ 1,6610
o Moglichkeit 2:
4* =10 | ln
& 1n(4””) =In10
< x-lnd=In10 | ~In4
In 10

= —— ~ 1,661
=1 ,6610

© 2009-2026 iBRD/IDM partners

Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 100
Alle Rechte vorbehalten

8. Termumformungen — Der Gleichungskalkiil

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen

Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



8. Termumformungen — Der Gleichungskalkiil

Al N
lirBD

IDM

Managementberatung

Technische
Hochschule
Nurnberg

8.1.7. Potenzen und Wurzeln

Erlduterung 8.20: Potenzen und Wurzeln

Potenzregeln: Beispiele:
I. a:=1 50 =1
II. a® - a¥ = a®"y 23.24 =27
I11. a®-b® = (a-b)® 3°5.45=12°
IV.  (a®) =(a)"v  (28)" =212

1 1

V. = — 278 =—

“ a® 23

a® 6

R 2 D g2
VI. i a 2= 6

a” a\?® 105
VIL - (f) L=

b® b 55
VIII. %/a:=aw /32 =325 =3202 =2

\.

Ubungsaufgabe 8.23: Potenzen und Wurzeln (1)

o F) )

914
7 3 17
b)5 (2527,
(2-2-5)10
2 2 4 2
o (22-3)7-7-(2-3) .
2-(7-3-2)

d)

(23)2,(2,3)3,273.374'(2.5)79 e
38.(2-3)73.5°7.22.3°7.(2.5)2 -

(2-3)3.373. (771.2)*. (32 72)?
(2-1.7-22)70 . (2-2.54. 7-1) T . (3.5)4. 24
(2ab‘1)3 : (2_3ab_1)_2
2ab(a1a—2)2 . (2—3a—1b)_2

g) 4 . a(m-i-l)‘n Lgmn . (amn+m)_1 — 7

)

=77

=177

Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 8.24: Potenzen und Wurzeln (2)

a) VV16a222 - Vaiz - ¥/a—2-3 = 17
) VI () o (V) =
(x0,20y2)*5. (my2)4 B

c) =77

0,5

@) (4 ny)Q- L
0,5-y

e) (3\/a076- 4\/a*0’4>10 =77
2
127 0 [ 2T oy
D Ve Vas ="

g) 3\/16xy4 . 3\/4x2y2 . Vx—3y—6 =177

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 8.25: Logarithmus (Logarithmengesetze) v1

Wenden Sie die Rechenregeln an und berechnen Sie (soweit wie moglich):
Hinweis: Wenn bei log keine Basis angegeben ist, dann ist die Losung unabhéngig von einer Basis.
a) log, a —logy b — 77
b) log(z +y) — logx — 77

b
c) log, - —log, b — 77

8

b
d) log, - +log, b — 77

c
e) (log, a?) Sy (log, 1)° — 7?7

1
f)5-log4+3-log6—2-log(3-27) — 77
1
g)2~logo:+§~1og:c4flogx2 — 7?
1
h) log, z* + log, — — 77
x
N oL B =2 1 =il
1)—§-log(x -y -z)—i—g-log(;z; yz) — 77
1
j) log, v/a + log, (a-b)—1—|—§ -log, b — 77
Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 8.26: Logarithmus

Losen Sie die Gleichungen nach z auf.
a) 1,05% = 2 77
b) 1,17 = — 77
c) 1,05* =3 — 77
d) 1,1892% =4 — 77
e) 1,0410.1,03* =3 — 77
f) 200 - 1,02* = 250 — 77
g) In(e”) =13 — 77
h) 4278 =21 77
0 (2272)" =16 — 77
Hier geht os zur Musterlosung.

Hinweis 8.2: Logarithmengleichungen im R

| r
.
.
.
.o
.
.
.

Bei Logarithmengleichungen im R muss man immer iiberpriifen, ob die Losung giltig ist: In R sind
Logarithmen aus negativen Argumenten nicht definiert!

Beispiel 8.4: Logarithmengleichungen im R

2-2—6
1 i =4 2 hoch
ng( x—3> I oc
2-x—6
& 210g2< =) = 0 | (1d) | ausrechnen
2-2—6
& — =16 (x—=3) Waz#A3N
2o | @-3) Waz
& 2-2—6 =16-(x —3) | ./. | ausrechnen
& 2.2-6 =16z — 48 | —16-2+6
< 2. 2—6—-16-2+6 =16 -2 —48 — 16 - = + 6|| zusammenfassen
& —14-z = —42 | (—14)
& =3 ungiiltig in R und C!

Diese Losung ist jedoch nicht méglich (siehe Bedingung in der dritten Gleichung) = Diese Aufgabe hat
keine Losung.

Das kann man iibrigens auch noch anders sehen:

log, <u> =4 | kiirzen | ./. (8.1)
z—3
log,(2) =4 | ausrechnen | ./.
1 =4 Unmoglich!
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Beispiel 8.5: Logarithmengleichungen im R

logs(2- 2 —5) —logg(x —1) =3
log;(2-x —5) —logg(x —1) =3 | ausrechnen | ./.
2-x—5
& logs (le> =3 || 3 hoch
-z—5
& 310g3( o1 ) =33 | ausrechnen | ausrechnen
9er —
& ;_15 =27 | (x—1) Ma£1
2-x—5
= % (z—1) =27 (z—1) || ausrechnen
& 2-2-5 =27-2-27 | —27-z+5
& 2.2—-5-27-z+5 =27 c—-27—-27-245 || zusammenfassen
& —25-x = —22 | : (—25)
& —25-x:(—25) = —22:(-25) || ausrechnen
22
S =2 giiltig in C!
ACHTUNG: Diese Losung gilt nur in der Grundmenge C, weil sowohl 2 - % — 5 als auch % — 1 kleiner
als 0 und damit die beiden Logartithmenterme der Aufgabenstellung in R nicht definiert sind.
In R hat diese Aufgabe keine Losung!

Ubungsaufgabe 8.27: Logarithmengleichungen im Korper der reellen Zahlen

Hinweis: 1g := log,,

a)lglz —2)+1g(z+2)=1—- 77

b) logs (z) + logy (x—4) =2 — 77

c)logs (2x 4+ 1) =logg (x +4) +1 — 77

d) log, (x 4+ 1)—log, (x—3) =2 — 7?7

e) log, (3z—5) = log, (z + 3) +log, (2) — 77
f) 2 -log; (x—2) =log; 3z +1) = 77

g) logs (2z + 1)—log; (z—3) =1 — 77

$2

Hier geht es zur Musterldsung.
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8.1.8. Weitere Aquivalenzumformungen
8.1.8.1. Polynomdivision

Erlauterung 8.21: Polynomdivision

Die Polynomdivision verlduft analog zur iiblichen und in der Schule gelehrten Division von Zahlen mit
Rest, nur dass hier statt zweier Zahlen zwei Polynome durcheinander dividiert werden und man als
Ergebnis ein oder zwei neue Polynome — den ,,Ganzteil* und ggf. den Rest der Division — erhélt.

Beispiel 8.6: Polynomdivision

p(x)_2-x3—x2—2-ac+l_
q(z) x+1 N

2-2°—2>-2-2+1)+(z+1)

Es wird immer nur die hochste Potenz betrachtet.

Wie oft geht 2 + 1 in 2 - 23 hinein? =222 > 2-2%mal: 2-22 - (z+1) =2 2%+ 2 22

Dieser Term wird vom Zéahlerpolynom subtrahiert:

2-2°— 22-2.z4+1)x(x+1)=2-22+..
—(2-2%+2-2?)
—-3.2°

Es bleibt ein Rest von —3 - 22 — 2 -z + 1.
Das Verfahren wiederholt sich, bis das Zahlerpolynom komplett ,abgearbeitet® ist:

2-2°— 22-2-z+1)=(x+1)=2-2°+..

—(2-23+2-2?)
-3.22-2.¢
—(-3-22-3.12)
z+1
—(x+1)
0

In diesem Beispiel geht die Polynomdivision ohne Rest auf.
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Beispiel 8.7: Polynomdivision mit Rest

Hier noch ein weiteres Beispiel fiir eine Polynomdivision mit Rest:
p(z) 4-2° -zt +2.- 23+ 22 -1
q(z) 2 -1
6-x—1
(4 25—zt 4+ 2. 2% + o2 —1)+(3:2—1):4-x3—x2+6-x—|—72 -
—(4-25° ‘ —4-2% o
—t +6-23 + 22
7(564 +l‘2)
+6 - 23
3
—(6-x —6-z) |
+6-z—-1

Ubungsaufgabe 8.28: Polynomdivision

a) (2®—222-52x+6)/(zx—1)=77

b) (3z% — 1022 + 7z — 12)/(z — 3) = 77

c) (#3622 + 11z —12)/(x —4)=7?

d) (=62 + 52 + 14z — 12) /(22 + 3) = 77

Hier geht es zur Musterlésung.

8.1.8.2. Partialbruchzerlegung

Erlauterung 8.22: Partialbruchzerlegung

v(z)

Um die Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion f(x) = zu bestimmen, bietet sich folgendes

schrittweises Vorgehen an:
1. Polynomdivision durchfithren (nur erforderlich, falls die Funktion f(x) unecht gebrochen ist)
2. Nullstellen des Nenners bestimmen
3. Zu jeder Nullstelle die Partialbriiche berechnen:
e Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung aufstellen

o Koeffizientenvergleich durchfiihren

Ubungsaufgabe 8.29: Partialbruchzerlegung

1
a) Es soll die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion f(z) = P p— bestimmt werden.
33—z’ 4z —
—77
b) Um die Stammfunktion einer rationalen Funktion zu finden, kann es hilfreich sein, deren Partial-
. L . z+1
bruchzerlegung zu betrachten. Bereiten Sie die Funktion f(x) = R S—1 entsprechend vor. — 77
-3z
Hier geht es zur Musterlsung.
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8.2. Grundziige der Kombinatorik

Erlauterung 8.23: Kombinatorik

Wir beschréanken uns nachstehend auf grundlegende Betrachtungen.

Findet eine Auswahl statt?

/ \

Kombination Variation Permutation
Kombination Kombination Variation Variation Permutation Permutation
ohne mit ohne mit ohne mit
Wiederholung Wiederholung Wiederholung Wiederholung Wiederholung Wiederholung
(n) (n+k+1) n! A | n!

k k (n—k)! n " Kl

Abbildung 8.1.: Entscheidungsbaum Kombinatorik

¢ Permutation: Unter einer Permutation versteht man eine Anordnung von Objekten in einer
bestimmten Reihenfolge. Je nachdem, ob manche Objekte mehrfach auftreten diirfen oder nicht,
spricht man von einer Permutation mit Wiederholung oder einer Permutation ohne Wiederholung.
Die Anzahl der Permutationen ohne Wiederholung ergibt sich als Fakultit, wihrend die Anzahl
der Permutationen mit Wiederholung tiber Multinomialkoeffizienten angegeben wird.

o Kombination: Eine Kombination (ungeordnete Stichprobe) ist eine Auswahl von Objekten
aus einer gegebenen Grundmenge, die im Gegensatz zur Permutation nicht alle Objekte der
Grundmenge enthalten muss und bei der im Gegensatz zur Permutation und zur Variation die
Reihenfolge unberiicksichtigt bleibt. Kénnen Objekte dabei mehrfach ausgewdhlt werden, so spricht
man von einer Kombination mit Wiederholung. Darf dagegen jedes Objekt nur einmal auftreten,
spricht man von einer Kombination ohne Wiederholung.

e Variation: Eine Variation (geordnete Stichprobe) ist eine Auswahl von Objekten aus einer Menge
in einer bestimmten Reihenfolge. Kénnen Objekte dabei mehrfach ausgewahlt werden, so spricht
man von einer Variation mit Wiederholung, darf jedes Objekt nur einmal auftreten, von einer
Variation ohne Wiederholung. Bei einer Variation wird die Reihenfolge der ausgewahlten Objekte
berticksichtigt, was bei einer Kombination nicht der Fall ist.

n ist die Anzahl der Objekte ,in der Urne“, k die Stichprobe

Ubungsaufgabe 8.30: Kombinatorik mit Urnenmodell v1

a) In einer Urne befinden sich 3 rote und 2 blaue Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, eine Kugel

zufillig zu ziehen?
77

b) In einer Urne befinden sich 4 rote, 3 blaue und 2 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 2

Kugeln nacheinander zu ziehen, wenn die Kugeln nach dem Ziehen nicht zuriickgelegt werden?
77
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¢) In einer Urne befinden sich 5 rote und 4 blaue Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3 Kugeln

gleichzeitig zu ziehen, wenn die Reihenfolge nicht beachtet wird?
77

d) In einer Urne befinden sich 6 rote, 4 blaue und 3 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3

Kugeln nacheinander zu ziehen, wenn die Kugeln nach dem Ziehen zuriickgelegt werden?
77

e) In einer Urne befinden sich 4 rote, 3 blaue und 2 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 2

Kugeln zu ziehen, wenn die erste Kugel zuriickgelegt wird und die Reihenfolge beriicksichtigt wird?
77

f) In einer Urne befinden sich 7 rote, 5 blaue und 3 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4

Kugeln gleichzeitig zu ziehen, wenn die Reihenfolge nicht beachtet wird?
77

g) In einer Urne befinden sich 5 rote und 6 blaue Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 Kugeln

nacheinander zu ziehen, wenn die Kugeln nach dem Ziehen nicht zuriickgelegt werden?
77

h) In einer Urne befinden sich 8 rote, 5 blaue und 4 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 5

Kugeln gleichzeitig zu ziehen, wenn die Reihenfolge beachtet wird?
77

i) In einer Urne befinden sich 6 rote und 6 blaue Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3 Kugeln
nacheinander zu ziehen, wenn die erste Kugel zuriickgelegt wird und die Reihenfolge berticksichtigt
wird?

77

j) In einer Urne befinden sich 10 rote, 8 blaue und 5 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 6

Kugeln gleichzeitig zu ziehen, wenn die Reihenfolge nicht beachtet wird?
77

Hier geht es zur Musterlésung.

\.

Ubungsaufgabe 8.31: Kombinatorik

a) In einer Urne befinden sich sechs verschiedenfarbige Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, die
Kugeln in einer Reihe anzuordnen? 77

b) In einer Urne befinden sich drei griine und zwei gelbe Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, die
Kugeln in einer Reihe zu ordnen? 77

¢) Beim Lotto werden sechs Zahlen aus insgesamt 49 gewéhlt. Wie viele Moglichkeiten gibt es? 77

d) In einem Gefaf befinden sich sechs verschiedenfarbige Kugeln. Es werden drei der Kugeln gezogen,
wobei die gezogene Kugel nach jedem Zug wieder zuriickgelegt wird (= mit Wiederholung). 77

e) In einer Kiste befinden sich sechs verschiedenfarbige Kugeln, von denen vier Kugeln gezogen werden.
Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Auswahl von vier Kugeln zu ordnen? 77

f) In einer Kiste befinden sich sechs verschiedenfarbige Kugeln, von denen vier Kugeln gezogen werden.
Nach jedem Ziehen wird die gezogene Kugel zuriick in die Urne gelegt. Wie viele mogliche Kombinationen
an gezogenen Kugeln gibt es? 77
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Nurnberg

g) Abel wohnt in (0]/0) und arbeitet in (8|8). Sein Arbeitskollege Kain wohnt in (4]|4). Abel fahrt jeden
Morgen zur Arbeit und nimmt unterwegs Kain mit. Auf wie viele Arten kann er das tun?

am L

(0103

Abbildung 8.2.: Wegekarte Kain und Abel
77

h) Sie haben eine Elektronikproduktionslinie, fiir die 20 dpm (defects per million) auf Létstellenebene

angegeben ist. Sie produzieren Baugruppen mit 2000-3000 Létstellen. Mit wie viel Ausschuss miissen Sie
rechnen? 77

Hier geht es zur Musterldsung.

© 2009-2026 iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 1 09

8. Termumformungen — Der Gleichungskalkiil

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen

Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



9. Ungleichungen .. . IDM Technische
’ & & .iRBD . Managementberatung D m nﬁf:sg};;le

9. Ungleichungen
9.1. Lineare Ungleichungen

Erlduterung 9.1: Lineare Ungleichungen

Eine lineare Ungleichung setzt zwei lineare Ausdriicke derart miteinander in Beziehung, dass der Ausdruck
auf der linken Seite kleiner (<), kleiner oder gleich (<), groBer (>) oder grofier oder gleich (>) dem
Ausdruck auf der rechten Seite sein soll.

Meistens ist eine unbekannte Variable z in der Gleichung enthalten, und die interessierende Fragestellung
ist, welche Werte = annehmen darf, damit die Ungleichung erfiillt ist.

Die Losung von linearen Ungleichungen erfolgt auf dem gleichen Weg wie bei linearen Gleichungen, das
heiflt, durch Aquivalenzumformungen wird die unbekannte Variable 2 auf die eine Seite der Ungleichung
gebracht, so dass dann das Losungsintervall direkt abgelesen werden kann.

Wenn die Ungleichung im Rahmen der Umformung mit einer negativen Zahl multipliziert oder durch
eine negative Zahl dividiert wird, kehrt das Ungleichheitszeichen seine Richtung um.

Wird mit der unbekannten Variable (x) multipliziert oder dividiert, muss eine Fallunterscheidung
vorgenommen werden, um die Richtung des Ungleichheitszeichens zu bestimmen.

Beispiel 9.1: Einfache Beispiele von Ungleichungen

r
\

Beispiel 1: 4.2-17<2-249; reR

Wir formen mit Aquivalenzumformungen um, wie von den ,normalen* Gleichungen gewohnt:

4.2-17<2-2+9 |—2- 2417
2-0<26 | =2
x <13 =z €]—00;13[CR
Beispiel 2: —2-x>42;x €N

Hier dreht sich bei der Multiplikation beider Seiten mit einer negativen Zahl (hier: —1/2) das Relatio-
nensymbol um: > — <!

—2-x>42;2 €N |- (=1/2)
r < -21 =xcl da Grundmenge N

Ubungsaufgabe 9.1: Einfache Ungleichungen

| r

a) Losen Sie nach z auf: v — 8 <19 = 77

b) Lésenachzauf: 7—4-2>2-(5—2)—9= 77

c) Losen Sie die Ungleichung: 3-2 —5<2-24+4= 7?7

d) Losen Sie die Ungleichung: 5 —2-(x —1) <3-24+7= 77
) T—3(x+2)>4x—1)+277

f) 5.2—-3<2-z+4-z+177

g) 2-(x—4)>3-(x—-2)—-57?

Hier geht es zur Musterlésung.

L v
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Beispiel 9.2: Ungleichungen mit Fallunterscheidung

Beispiel 1: Betragsstriche: |5-2z| <15, z€R & |z|<3 £|5'$|

e <0: |z|=—2 = —-—2<3 & x>-3 20 1

e 2>0: |z|=x = T <3 "
Beide Teillosungen miissen gleichzeitig gelten: T -
r€R A z2>-3 AN 2<3 = z€]-3;3[CR A S S A

1
Beispiel 2: Multiplikation mit z: — > 5; zeR
x

e <0: %>5 = 1<5-2 & z>1/ 107
5
e 12>0: l>5 = 1>5-2 & o<1 ; T
’ 1 2

Beide Teillgsungen miissen gleichzeitig gelten. Die Teillosung fiir
x < 0 ergibt jedoch die leere Menge (x kann nicht gleichzeitig
negativ und > +1/5 sein!). Also:
x €]0; Ys]

Ubungsaufgabe 9.2: Ungleichungen (1) v1

a)  Losen Sie fiir € R die Ungleichung |z + 3| < 2. 7?7
b) Fiir welche z gilt 23 > 22 = 77

r—1
>1= 77
) T —2
2x + 3 r—1
d > — 77
) 4 2

77

e) —3(2z —1)> 5z +8 77
f) 4z —7<3x+2x—-577
r+2 2x-5
<
B 3 <3
h) 4-2+1 > 3-x—2 22
2 3
[OpenAI2024b]:
i) Losen Sie die Ungleichung: |22 — 3| <5 77
j) Losen Sie die Ungleichung: |22 — 4| < 3 ??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 9.3: weitere Ungleichungen fiir Liebhaber [OpenAI2024z]

a) Lose die Ungleichung « + 3 > 5. 77

b) Lose die Ungleichung 2z — 7 < 3. 77

c¢) Lose die Ungleichung —4x + 8 > 0. 7?

d) Lose die Ungleichung 3(x — 2) < 2(x + 1). 7?7
e) Lose die Ungleichung % >1.77

f) Lose die Ungleichung 22 — 52 + 6 < 0. ??
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g) Lose die Ungleichung 4z — 22 > 0. 77

h) Lése die Ungleichung 22 — 42 + 3 > 0. ?7?

i) Lose die Ungleichung 3 — % >0.77

Lo <2 7

k) Lose die Ungleichung x® — 622 + 92 < 0. 77
1) Lose die Ungleichung 22£3 > (. 7?

r2—4

j) Lose die Ungleichung

m) Lose die Ungleichung x* — 422 > 0. 7?
n) Lose die Ungleichung |z — 2| < 3. 7?
3z—7

et LY
p) Lose die Ungleichung log(x) > 2. 7?7

o) Lose die Ungleichung

q) Lose die Ungleichung e* < 5. 77
)
)

t) Lose die Ungleichung 2% > 2. 77

r) Lose die Ungleichung sin(z) > L im Intervall [0, 27]. ??

2

s) Lose die Ungleichung cos(2z) < 0 im Intervall [0, 71]. ?7?

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 9.4: weitere Ungleichungen mit Fallunterscheidung [OpenAI2024c]

a) Lose die Ungleichung |z — 3] < 5. 77
b) Lose die Ungleichung |2z + 1| > 3. 77
¢) Lose die Ungleichung i—ﬁ > 0. 77

. . . z+3
d) Lése die Ungleichung ££2 < 1. 77

e) Lose die Ungleichung |3z — 4| < 2z + 1. 77

Hier geht es zur Musterldsung.
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10. Trigonometrie

10.1. Winkel

Erlauterung 10.1: Winkel

Ein Winkel ist eine geometrische Grofle, die die Neigung oder die Dre-
hung zwischen zwei sich schneidenden oder von einem gemeinsamen h
Punkt ausgehenden Linien oder Fldachen beschreibt.

Winkel werden oft durch zwei Strahlen (genannt Schenkel, rechts mit g
und h bezeichnet) definiert, die von einem gemeinsamen Endpunkt (dem S
Scheitelpunkt S des Winkels) ausgehen.

Winkel werden i. A. mit griechischen Buchstaben bezeichnet (o, 3,7, 6, ...).
Mafleinheiten fiir Winkel

Es gibt verschiedene Mafleinheiten zur Messung von Winkeln. Die géngigsten sind:

e Grad bzw. °: Ein Vollkreis wird in 360° eingeteilt.
Die Neigung zweier senkrechter Linien (= ein rechter Q @ 90° 'A‘
360
1

Winkel) betrdgt dann 90°.

e« Bogenmaf bzw. rad: Der Winkel wird als Lange 147 y
des Kreisbogens ausgedriickt, den der Winkel im m
Einheitskreis schneidet. Ein Vollkreis wird in 2 7rad 4 z
eingeteilt. Die Neigung zweier senkrechter Linien (= Wl
ein rechter Winkel) betrdgt dann =/2 & 1,571 rad.

e Das Gon (gon), frither Neugrad genannt, teilt den Kreis in 400 Teile. Ein rechter Winkel sind
dementsprechend 100 gon.

Das Gon wird fast ausschlielich in der Geodésie verwendet; Theodoliten sind héufig in Gon,
Centigon und Milligon skaliert.

Umrechnungen Gradmafl in Bogenmafl
Es gilt:

o ~ o 2.7 o o __ _
360°=2-7rrad = rad= 360 130 und = 360 Q.Wfrad -

a) a=0° 77

b) a = 45° 7

¢) a = 225° ??

d) a = 353° 7

e) a = —42° 27

f) o = —267° ??
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-
g) a=0 ?7?
h) o = 7/2 77
i) a=57/s 7?7
j) o= =77/ 77
k)a=1 77
Ha=e 77
Hior goht es aur Musterlésung.
L J

10.2. Die Strahlensatze

Erlauterung 10.2: Strahlensitze

Abbildung 10.1.: Skizze Strahlensatz

1. Es verhalten sich je zwei Abschnitte auf der einen Geraden so zueinander wie die ihnen entspre-
chenden Abschnitte auf der anderen Geraden, also zum Beispiel

|Z A| B |Z B |Z A| B |Z B

|AA’| o |BB’| |Z A o |ZB’|
oder

|AA'| B |BB|

|Z A o |ZB'|

2. Es verhalten sich die Abschnitte auf den Parallelen wie die ihnen entsprechenden, vom Scheitel
aus gemessenen Strecken auf jeweils derselben Geraden:

|AB| _ |ZA| _ |ZB|
|A’B'|  |ZA'|  |ZB|

3. Der erste Strahlensatz bezieht sich also auf die Verhéiltnisse von Strahlenabschnitten und der
zweite auf die Verhaltnisse von Strahlen- und Parallelenabschnitten.
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Ubungsaufgabe 10.2: Strahlensatz

Berechne die Lénge der Strecke g.
Es sind:
a) e a=32cm 77
e h=75cm
e c=42cm.
Um die Entfernung zwischen den Ufer-
punkten C' und E zu bestimmen, steckt
man eine zu C'E parallele Strecke BD ab
b) und misst: 77
a=25m, b=45m und ¢ = 80m.
Bestimme die Entfernung z.
Die Hohe h; eines Turms kann man mit
Hilfe der Schattenlinge eines Stabes mit E
der Lénge BD bestimmen.
Hierzu wird der Stab senkrecht so aufge-
stellt, dass das Ende seines Schattens mit
dem Schattenende des Turms zusammen- D ha
¢) gl (A). ”
Bestimme die Turmhohe, wenn gilt: ha
e 51 =065m A S22 B c
. = | |
S2 3m [ 51 |
L] hg =2m
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In einem Dachgiebel mit A = 3,20 m und
s =3,50m soll in H = 2,10m Hdohe (ge-
messen vom Boden des Dachgiebels) eine

: 727
Decke eingezogen werden. o

Welche Lange = hat die schriage Wand in
dem entstehenden Raum?

Bestimme die Breite a eines Kanals, wenn
folgende Strecken gemessen werden:

e) e b=12m 29

e c=30m

e d=22m

Hier geht es zur Musterlésung.
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Beispiel 10.1: Alltidgliche Anwendung

Insbesondere bei Entfernungsmessungen bzw. Breitenmessungen werden die Strahlensdtze schon in
einfachen Systemen eingesetzt.

Fehler bei +/- 1 Notch
Auto, 25m entfernt Breite in Meter, Entfernung
Entfernung 5 Breite 100
abgelesen | je Seite von MeBwert bis von MeBwert bis
2 1 166,7000 250 500 1 2 3
4 2 100 125 166,7000 3 4 5
Auto, 50m entfernt S 3 ZLA000 83,3000 100 S S Z
8 4 55,6000 62,5000 71,4000 7 8 9
Auto, 83,3"1 entfernt 10 5 45,5000 50 55,6000 9 10 1
2 6 38,5000 41,7000 45,5000 1 2 13
14 7 33,3000 35,7000 38,5000 13 14 15
16 8 29,4000 31,3000 33,3000 15 16 17
Fadenkreuz Notch Nr. 1 18 9 26,3000 27,8000 29,4000 17 18 19
20 10 23,8000 25 26,3000 19 20 21
Formel fiir Entfernung bei bekannter Breite:
Entfernung = bekannte Breite iiber Alles/Anzahl der Notches*100
Formel fiir Breite im Bild bei bekannter Entfernung
Breite = bekannte Entfernung * Anzahl der Notches/100
Fehler
Da die Ablesegenauigkeit nicht besser als +/- 1 Notch ist,
ist der Fehler bei mindestens 1 Stufe
Created by Title Size: Sheet Scale:
KG Kompass Nutzung AL 11 1:3
y information Part number.
Ablesebeispiel und Tabelle Urmg .
fir Entfernungs- oder GroBenmessung (Breite)
o, [Date Revision
50%| 28.04.2022 REV A

Abbildung 10.2.: Nutzung eines Kompass mit Fadenkreuz und Entfernungsmesser

Durch die Lange des Kompasses sind bereits zwei Parameter fiir den Strahlensatz vorgegeben. So man
wahlweise die Entfernung zum Objekt oder die Breite des Objekts kennt, kann man den jeweils anderen
Wert relativ gut abschétzen.
Formel fiir Entfernung bei bekannter Breite:

Entfernung= bekannte Breite iiber Alles/Anzahl der Notches*100
Formel fiir Breite im Bild bei bekannter Entfernung

Breite = bekannte Entfernung * Anzahl der Notches/100
Die Einheit des Ergebnisses ist die Einheit des bekannten Parameters. Natiirlich ist dies kein Prézisions-
messgeriét, liefert aber brauchbare Orientierungshilfen im Gelénde.
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10.3. Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck

10.3.1. Winkelfunktionen

Erlduterung 10.3: Die Winkelfunktionen

Beim Strahlensatz haben wir gesehen, dass das Verhéltnis gewisser Strecken zueinander konstant ist. Der
Wert dieses Verhéltnisses hangt offensichtlich vom Winkel ab. Man definiert einige solche Verhéltnisse am

rechtwinkligen Dreieck und fiihrt so u. a. die Winkelfunktionen Sinus (sin), Kosinus (cos) und Tangens
(tan) ein:

sin(o) = % sin(g) = 2 (Sogenxathete
< - Hypotenuse
s Ankathete
e cos(a) = E; cos(f) = ; (HyPOtW>
Gegeﬂaﬂwte)

m b
o tan(a) = 3 tan(f5) = a < Ankathete

Erlduterung 10.4: Einige hiufig benoétigte trigonometrische Werte

Folgende Sinus- und Kosinuswerte sollte man (wie Vokabeln) auswendig lernen:

e 8in(0°) = cos(90°) =0

o 8in(30°) = cos(60°) = 0,5

e sin(45°) = cos(45°) = 0,5- /2
o sin(60°) = cos(30°) = 0,5 - v/3

e 8in(90°) = cos(0°) =1
Die Kosinuswerte sind spiegelbildlich zu den Sinuswerten: cos(0°) = 1, ..., cos(90°) = 0.

Merkhilfe: Die Sinuswerte von oben nach unten ergeben sich, indem man 0,5 mit /0, v/1, usw. multipli-
ziert.

https://mathegym.de/mathe/aufgabe/204/trigonometrische-gleichungen
https://sos-mathe.ch/

Folgende Tangens- und Kotangenswerte sollte man (wie Vokabeln) auswendig lernen:
e tan(0°) = cot(90°) =0
o tan(30°)= cot(60°
e tan

(30°)= cot(
(45°)= cot(

o tan(60°)= cot(30°
(90°)= cot(

Ubungsaufgabe 10.3: Aufgaben fiir den Taschenrechner

Beachten Sie bitte, dass die meisten Taschenrechner verschiedene Winkelsysteme kennen. Grad, Gon,
Bogenmaf, Stunden/Minuten/Sekunden. Stellen Sie bitte entsprechend ein. Excel arbeitet bei den
Funktionen mit dem Bogenmaf, hier ist jeweils umzurechnen.

Berechnen Sie jeweils Bogenmafl, Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens. = steht ausnahmsweise auch
fiir =

a) o =45° 77
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b) o= 225° 7
c) a=353° 77
d) a=100° 77
e) a=344° 77
f) a=-42° 77
g) a=—-24° 77
h) a=0° 77
D) a=-220° 77
D) a=13° 77
k) o= 208° 7
) a=19° 77

m) o= —267° 77
n) a=-107° 77

0) a=—25° 77
p) a=241° 77
q) a=90° 77
r) a=160° 77
s) a=—341° 77
t) a=-73° 77
u) o= —242° 77
V) = 346° ?7?
w) a=291° 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 10.4: Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck

C
Berechnen Sie die fehlenden Seiten und b
Winkel (rot markiert) der Dreiecke. Mit a
a) v =90°
a=127cm
c=249cm (8"
A c B
77
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Berechnen Sie die fehlenden Seiten und
Winkel (rot markiert) der Dreiecke. Mit

b) a = 90°
b=420m
a=645m

77

Vorwértseinschnitt zur Langenermittlung:

Leiten Sie zunédchst die Berechnung der
Lange ¢ her und setzen Sie danach ein.

c) a=20m
a = 20°
8 = 40°
v = 30°
0 = 60°
77

Hier geht es zur Musterldsung.

10.3.2. Arcusfunktionen

Erlduterung 10.5: Arcusfunktionen

Die Arcus- oder Bogenfunktionen sind die Umkehrung der trigonometrischen Funktionen sin, cos, ...

Beispiel:
r=sin(a) < arcsin(z) =arcsin(sin(a)) < a=arcsin(@)+k-2-7, ke€Z

Achtung: Aufgrund der Periodizitdt der trigonometrischen Funktionen sind die Arcusfunktionen nicht
eindeutig.

Ubungsaufgabe 10.5: Arcusfunktionen

Machen Sie sich mit der Bedienung IThres Taschenrechners vertraut!
a) arcsin(l) = 77
b) arccos(1) = 77

c) arctan(l) = 7?7

d) arcsin(%) =177

e) arctan(2 - ) = 7?7

Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 10.6: Kopfiibungen mit Arcus[OpenAI2024m)]

a) Berechnen Sie arcsin (). 77
b) Berechnen Sie arccos (0). 77
c¢) Berechnen Sie arctan (1). 7?

(
d) Berechnen Sie arcsin (—?) 77

e) Berechnen Sie arccos (1). ??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 10.7: Textaufgaben Arcusfunktionen [OpenAI2024]]

a) Ein Baum wirft einen 15 Meter langen Schatten. Der Winkel zwischen der Spitze des Schattens und
der Spitze des Baumes betriagt 30 Grad. Berechnen Sie die Hohe des Baumes. 77

b) Der Winkel zwischen einer Seilbahn und dem Boden betrégt 45 Grad. Wenn die Seilbahn eine
horizontale Entfernung von 100 Metern zuriicklegt, wie hoch ist der Berg, auf den die Seilbahn fithrt? 77

¢) Ein Segelboot segelt in einem 60-Grad-Winkel zur Kiistenlinie. Wenn das Boot 500 Meter in gerader
Linie segelt, wie weit ist es dann von der Kiiste entfernt? 77

d) Ein Flugzeug steigt in einem Winkel von 20 Grad auf. Nach 2 Kilometern Flugstrecke in gerader
Linie, wie hoch ist das Flugzeug gestiegen? 77

e) Eine Strale verlduft iiber eine Briicke im 45-Grad-Winkel zu einem Flufi. Wenn man auf der Strafle
200 m von Ufer zu Ufer fahren muf}, wie breit ist dann der Fluf3? 77

Hier geht es zur Musterldsung.
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10.4. Goniometrische Gleichungen

Erlauterung 10.6: Goniometrische Gleichungen

Eine trigonometrische Gleichung (auch goniometrische Gleichung) ist eine Gleichung, in der die zu be-
stimmende Variable im Argument von trigonometrischen Funktionen (Winkelfunktionen) vorkommt. Bei
der Losung dieser Gleichungen sind die Beziehung zwischen den Winkelfunktionen hilfreich, insbesondere
die Additionstheoreme u. a.

Hier eine kleine Auswahl:

sin(a £ ) = sin(«) - cos(B) £ sin(B) - cos(«)
cos(a £ ) = cos(a) - cos(B) + sin(a) - sin(3)

sin(2 - a) = 2 - sin(a) - cos(a)

Wegen der Periodizitdt der Winkelfunktionen haben trigonometrische Gleichungen im Allgemeinen
unendlich viele Losungen.

Hinweis 10.1: Trigonometrische Entsprechungen

Suchen Sie nach weiteren trigonometrischen Entsprechungen! Stichworte: Additionstheorem, Doppelwin-
kelfunktion, Halbwinkelfunktion, Umrechnungen, ...

Beispiel 10.2: Goniometrische Gleichungen (1)

cos(2-x) —4-cos(z) +3=0
Mit cos(2 - z) = 2 - cos®(x) — 1:
(2-cos?(z) —1) —4-cos(z) +3 =0 & cos?(z) —2-cos(z) +1 =0

(:>(cos(m)—1)2:0:>cos(x):1@x:2~n~7r; nez

Beispiel 10.3: Goniometrische Gleichungen (2)

3 -sin(z) + sin®*(z) = 0 < sin(z) - (1 + sin(z)) =0

=n-w
= sin(z) = 0 oder sin(z) = -1 = Sz =-5+2-n-mw n € Z
T —% T+2-n-m

Beispiel 10.4: Goniometrische Gleichungen (3)

sin(2 - x) =4 - cos(z)

Mit sin(2 - ) = 2 - sin(z) - cos(z):

2 - sin(x) - cos(z) — 4 - cos(z) = 0 & cos(z) - (sin(x) —2) =0
= cos(z) =0odersin(z) =2=z=5+n-7 n € Z
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Beispiel 10.5: Goniometrische Gleichungen (4)

4 -sin?(x) —4-cos(z) =1
Mit sin?(z) = 1 — cos?(x):

4-(1—cos?(z)) —4-cos(z) =1 4—4-cos?(z) —4-cos(x) =1 & —4-cos?(z) —4-cos(z)+4—-1=0
—144/ .3
& cos?(z) + cos(z) — 3 =0 & cos(z) = %

= cos(z) = —3 oder cos(z) = 1

10.4.1. Zusammenstellung der goniometrischen Gleichungen

[OpenATI2024x]

10.4.1.1. Sinussatz

Der Sinussatz beschreibt das Verhéltnis der Seitenléngen eines Dreiecks zu den Sinuswerten der gegeniiberlie-
genden Winkel. Das Dreieck muss nicht rechtwinklig sein.

a b c

sina  sinf8 siny

Definitionsbereich: Fiir jedes Dreieck mit Seitenldngen a, b, ¢ und gegeniiberliegenden Winkeln «, 3, .
Beispiel: In einem Dreieck ABC sei a =5, b =7, a = 30°. Berechne .

5 T N sinﬂ*’?XSin:}OO
sin30°  sinf N 5

= B~41.81°

10.4.1.2. Cosinussatz

Der Cosinussatz verallgemeinert den Satz des Pythagoras auf beliebige Dreiecke.
2 =a®+b%—2ab-cosy
Definitionsbereich: Gilt fiir alle Dreiecke.

Beispiel: In einem Dreieck ABC sei a =5, b =7, v = 60°. Berechne c.

2 =52172 _2x5xTxcos60° = c~6.40

10.4.1.3. Halbwinkel
Die Halbwinkel-Formeln ermoglichen die Berechnung des Sinus, Cosinus und Tangens von halben Winkeln.

. (a) 1 —cosw (a) 1+ cosw
sin{— | =4/——5——, cos|—= =\
2 2 2 2

Definitionsbereich: Fiir « in [0, 27].

Beispiel: Berechne sin (ﬁ).

2
. (60° 1 — cos 60° )
sin =\ ——5—— = sin(30°)=0.5
2 2
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10.4.1.4. Doppelwinkel

Die Doppelwinkelformeln beschreiben die Beziehungen fiir doppelte Winkel.

2 2

sin(2a) = 2sinacosa, cos(2a) = cos” a — sin” a

Definitionsbereich: Fiir « in [0, 27].

Beispiel: Berechne sin(2 x 30°).

3
sin(60°) = 2 x sin(30°) x cos(30°) = sin(60°) = g

10.4.1.5. Additionssatz

Die Additionssétze erlauben das Rechnen mit Summen oder Differenzen von Winkeln.
sin(a &+ ) = sina cos § %+ cos asin 8

cos(a = B) = cosacos 8 F sin asin 8
Definitionsbereich: Fiir «, 5 in [0, 27].

Beispiel: Berechne sin(45° + 30°).

o

sin(75°) = sin(45°) cos(3
V2

— X
2

°) + cos(45°) sin(30°)

+

ol%
ol%

N =

sin(75°) =

10.4.1.6. Tangens

Die Tangensfunktion kann ebenfalls durch die Sinus- und Cosinusfunktion beschrieben werden.

sin «v

tan(a) = p——

Definitionsbereich: Fiirr o in (=%, 2)U (3,235)U....

NIE]

Beispiel: Berechne tan(45°).

sin 45° _
cosdh°

tan(45°) =

10.4.1.7. Cotangens

Cotangens ist der Kehrwert der Tangensfunktion.

t(a) 1 COS &
cot(a) = =
tan « sin «

Definitionsbereich: Fiir a in (0,7) U (m,2m) U.. ..
Beispiel: Berechne cot(45°).

cos 45°
cot(45°) = =
(457) sin 45°
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10.4.1.8. Arcusfunktionen

Die Arcusfunktionen sind die Umkehrfunktionen der goniometrischen Funktionen.
arcsin(x), arccos(z), arctan(z)
Definitionsbereich:
T
w11 [-17]
arcsin(z) : | ] 5’3

arccos(z) : [-1,1] — [0, 7]

arctan(z) : R — {—W W}

23

Beispiel: Berechne arcsin (1)

2
in (1 30°
arcsin | = | =
2
Ubungsaufgabe 10.8: Goniometrische Gleichungen

a) cos(x) = cos (g) 3=

g) cos(5 - x) = cos(x + g) =77

h) sin(z) - cos(3 - ) = 2 - sin(x) B= Ty
i) V2 - sin(z) - cos(z) = cos(x) x=77
j) sin(2 - &) = —sin(x) B =T

k) sin(z) = v/3 - cos(x) =1L

1) !

cos?(x)
Hier geht es zur Musterldsung.

=1 — tan(z) z =177

Ubungsaufgabe 10.9: Sinussatz [OpenAI2024w]

a) In einem Dreieck ABC sind a = 7, b = 10 und « = 30°. Bestimme den Winkel 5. 7?
b) In einem Dreieck ABC sind @ = 8, b = 6 und « = 40°. Bestimme den Winkel 8. 77
¢) In einem Dreieck ABC sind a = 12, b = 15 und « = 60°. Bestimme den Winkel 8. 77
d) In einem Dreieck ABC sind a =9, b =5, a = 50°. Berechne den Winkel g. 7?

e) In einem Dreieck ABC sind a = 14, ¢ = 18 und v = 70°. Bestimme den Winkel «. 7?7
f) In einem Dreieck ABC sind a = 13, b = 11 und 8 = 45°. Bestimme den Winkel a. 77
g) In einem Dreieck ABC sind a = 15, b = 17 und « = 55°. Bestimme den Winkel 8. 7?7
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h) In einem Dreieck ABC sind a = 10, ¢ = 12 und v = 80°. Bestimme den Winkel a.. 7?7
i) In einem Dreieck ABC sind a =9, b = 7 und o = 35°. Bestimme den Winkel . 77

j) In einem Dreieck ABC sind a = 11, b = 14 und 8 = 60°. Bestimme den Winkel . 77
k) In einem Dreieck ABC sind a = 18, b = 20, a = 45°. Berechne den Winkel 5. 77

1) In einem Dreieck ABC sind a = 12, ¢ = 16 und y = 75°. Bestimme den Winkel «. 77
m) In einem Dreieck ABC sind ¢ = 8, b = 9 und « = 25°. Bestimme den Winkel 8. 7?7
n) In einem Dreieck ABC sind a = 5, ¢ = 7 und y = 40°. Bestimme den Winkel a. 77
0) In einem Dreieck ABC sind a = 10, b = 12 und « = 30°. Bestimme den Winkel 3. 7?7
p) In einem Dreieck ABC sind a = 13, ¢ = 15 und v = 50°. Bestimme den Winkel a. 77
q) In einem Dreieck ABC sind a = 6, b = 10 und « = 25°. Bestimme den Winkel 8. 7?7
r) In einem Dreieck ABC sind a = 11, b = 13 und o = 40°. Bestimme den Winkel 5. 77
s) In einem Dreieck ABC sind a = 14, ¢ = 17 und v = 60°. Bestimme den Winkel «. 7?
t) In einem Dreieck ABC sind a = 16, b = 14 und « = 35°. Bestimme den Winkel 5. 7?

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 10.10: Goniometrische Aufgaben [OpenAI2024y]

Lése die Gleichung sin(x) = 3 fiir  im Intervall [0, 27]. ??

2 =3

b
c
d
e
f) Bestimme die Losungen der Gleichung sin(x) + cos(z) = 0 fiir « im Intervall [0, 27]. 77
g) Finde die Losungen der Gleichung 2sin(x) — v/3 = 0 fiir  im Intervall [0, 27]. ?7?

h) Lése die Gleichung tan?(z) = 3 fiir « im Intervall [0, 27]. ??

i) Lose die Gleichung cos(2z) + sin(z) = 0 im Intervall [0, 27]. 77

NN

Bestimme alle Losungen der Gleichung cos(z) = —3 fiir  im Intervall [0, 27]. ??

~

Lose die Gleichung tan(z) = 1 fir z im Intervall [0, 27]. 77

~—

Finde die allgemeinen Losungen der Gleichung sin(2z) = 0. 77

~

Lose die Gleichung cos(2z) = cos(z) fur 2 im Intervall [0, 27]. 77

~

j) Bestimme die Lésungen der Gleichung 2 sin?(z) — sin(x) = 0 fiir # im Intervall [0, 27]. ??
k) Lose die Gleichung sin(z) cos(z) = 1 fiir « im Intervall [0, 2]. ??

1) Finde die Losungen der Gleichung 1 + 2 cos(z) = 3sin?(x) fiir z im Intervall [0, 2x]. ??
m) Bestimme die Lésungen der Gleichung cos(3z) = 0 fiir « im Intervall [0, 27]. 7?

n) Lose die Gleichung tan(z) 4 cot(z) = 2 fiir « im Intervall [0, 27]. 77

o) Finde die Losungen der Gleichung sin®(z) — sin(z) + 1 = 0 fiir z im Intervall [0, 27]. ??
p) Bestimme die allgemeinen Losungen der Gleichung cos(2z) = sin(z). 77?

q) Lose die Gleichung tan(z) = 2sin(z) fiir  im Intervall [0, 27]. 77

)
)

t) Finde die Losungen der Gleichung 4 sin(z) cos(z) = 1 fiir  im Intervall [0, 27]. 7?7

r) Finde die allgemeinen Losungen der Gleichung cos(z) + cos(2z) + cos(3z) = 0. 77

s) Lose die Gleichung sin(2z) + cos(2z) = 3 fiir  im Intervall [0, 27]. ??

Hier geht es zur Musterlésung.
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11. Lineare Algebra

Erlduterung 11.1: Lineare Algebra

Die Lineare Algebra ist ein Teilgebiet der Mathematik, das sich mit Vektoren, Matrizen und linearen
Abbildungen beschéftigt und deren Beziehungen durch Linearkombinationen beschrieben werden.

Zentrale Begriffe
o Vektor: ein Element eines Vektorraums (z. B. Zahlenpaare, Spaltenvektoren).

e Matrix: rechteckige Anordnung von Zahlen als Rechenwerk fiir Vektoren; beschreibt lineare
Abbildungen oder Systeme von Gleichungen.

« Lineare Abbildung (Transformation): eine Abbildung 7', die V' und W so abbildet, dass T'(au+bv) =
aT(u) + bT'(v) gilt.

o Basis und Dimension: eine Menge von Vektoren, die jeden Vektor eindeutig als Linearkombination
darstellen; die Anzahl der Basisvektoren nennt man Dimension.

o Skalarraum: Menge von Skalaren iiber einem Feld (z. B. reelle Zahlen R) mit addition und skalarer
Multiplikation.
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11.1. Vektoren

Erldauterung 11.2: Kurzfassung Vektoren vs. Skalare [OpenAI2024ad]

Dies ist eine Kl-generierte Zusammenfassung, bitte beachten Sie das Skript! Ein Vektor ist eine
mathematische Grofle, die sowohl eine Richtung als auch eine Grofle (Betrag) besitzt. Vektoren werden
haufig verwendet, um physikalische Gréflen wie Geschwindigkeit, Kraft oder Verschiebung darzustellen,
die eine Richtung und einen Betrag haben.

Ein Vektor in zwei Dimensionen (2D) wird oft als Pfeil in einem Koordinatensystem dargestellt. Der
Vektor v kann in der Komponentenform geschrieben werden als:

()

vV =

V2

wobei v und v die Komponenten des Vektors entlang der x- und y-Achse darstellen. In drei Dimensionen
(3D) konnte ein Vektor folgendermafien dargestellt werden:

Skalare im Vergleich zu Vektoren

Ein Skalar ist im Gegensatz zu einem Vektor eine mathematische Grofle, die nur eine Grofle (Betrag),
aber keine Richtung besitzt. Beispiele fiir skalare Grofien sind Temperatur, Masse oder Energie. Ein
Skalar kann einfach durch eine Zahl dargestellt werden, z. B. s = 5.

Der Hauptunterschied zwischen Vektoren und Skalaren ist also:
¢ Vektoren haben sowohl eine Gréfe als auch eine Richtung.
o Skalare haben nur eine Gréfe, aber keine Richtung.

Beispiel

Ein Beispiel fiir einen Vektor kénnte die Geschwindigkeit eines Autos sein, die als v = 30° nach Norden

dargestellt werden kann. Diese Darstellung zeigt sowohl die Grofle (60 km/h) als auch die Richtung (30°
nach Norden).

Im Gegensatz dazu konnte die Temperatur eines Objekts, z. B. 20°C, ein Skalar sein, da sie keine
Richtung hat, sondern nur einen Betrag.

Ubungsaufgabe 11.1: Einfache Vektorrechnung

60 km/h >

Losen Sie
3 11
a) a= 2 + -2 =77
1 0
9 -9
7 7
5 0
> _ — 77
b) a 921 + 7
33 11
101 —11
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9 -9
7 7
5 0
a= =7
c) a o1 | T2 . 71
33 11
101 —11
9 -9
7 7
5 0
a= = 77
d) a 91 | *¥2% . 77
33 11
101 —11
1 2
e) [2] x| 8 |=7
4 16
53 159
£y | 87 | x [ 261 | =7
1024 3072
9
7
" 5 "
g) d= 91 a=|d =7
33
101
Hier geht es zur Musterlésung.

11.2. Koordinatensysteme

Hinweis 11.1: Koordinatensysteme

Durch die Wahl geeigneter Koordinatensysteme vereinfachen sich héufig physikalisch-technische Problem-

stellungen. Manche technischen Anlagen wie z.B. Roboter arbeiten mit Polar- und oder Kugelkoordinaten,
selten nur mit kartesischen Koordinaten. Beschreibungen in Elektrotechnik aber auch in Mechanik/Dy-
namik wechseln oft die Koordinatensysteme, um die Gleichungen einfacher zu machen.
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Erlauterung 11.3: Polarkoordinaten v1

90° 90°
120° 60° 120° 60°
= reas(d) p )
P(r; &) = P(5;60°) 1 e Yy P (3,26
150° 30° 150° 30°
= y = r<sin(0)
o= 607 = 07
= 345 6 U i T2 3 45 8 O
210° 330° 210° 330°
240° 300° 240° 300°
270° 270°
Abbildung 11.1.: Polarkoordinaten
Umrechnung von Polarkoordinaten in kartesische Koordinaten
T =TrCcosp
Yy =rsing
Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Polarkoordinaten
r = /22 + y2
T . Y Y
CoOsp = —; sinp==; tanp = —
r r
unter Beachtung der Regeln im Skript
\
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Erliduterung 11.4: Zweistellige Arkustangensfunktion atan2() v1

Ay

Mochte man die kartesischen Koordinaten (Pa; Py)T eines

Punktes P in Polarkoordinaten (Pr P¢)T umrechnen, dann g B
gilt offensichtlich (vgl. rechts stehende Skizze): =

P, = /P24 P2
tan(P,) = Pu/P,
= P, = arctan(Py/P,)

e

Hierbei ergibt sich jedoch eine Schwierigkeit. Die trigonometrischen Funktionen Sinus, Cosinus, Secans
und Cosecans haben alle die Periode 2 - 7w, wihrend Tangens und Cotangens die Periode m haben. Das
sieht man gut an den nachfolgenden im kartesischen Koordinatensystem dargestellten Funktionsgraphen:

y = sin(z) y = tan(z

ANAWARY L) ),
AV IV T

Die Konsequenz daraus: Der Punkt P im Bild oben rechts hat die Koordlnaten 2,1 1, 1 ; damit
wird der Winkel P, = arctan(lvl/zl) ~ 28°.

Der gespiegelte Punkt P’ hat die Koordinaten (sz - Py )T = (72, 1 —-1,1 )T; der Winkel P,
miifite also P, = P, + 180° ~ 208° betragen.

Nun liefert aber arctan(—1.1/-2,1) = arctan(1,1/2,1) ~ 28°.

Zur Losung dieses Problems definiert man eine Funktion atan2 wie folgt:

arctan (¥) , wenn x > 0,
atan2(y, ) = sgn(y) , wenn z = 0,

arctan () + 7 , wennz <0Ay >0,

arctan (£) -7, wenn z <0 Ay <0.

Ubungsaufgabe 11.2: Polarkoordinaten (1) v1

E— Aufgaben folgen ~—Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 11.3: Polarkoordinaten (2) v1

Forme jeweils in das andere Koordinatensystem um:

1
r= ??
a) T (180°> — 77

1
P = 2?
b) 7 (27()0) — 7
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2
r= ??
c) T (2250) — 77

2
27
(2)

e) k= (_@) — 77

Hier geht es zur Musterldsung.

d)

!
Il

Erlauterung 11.5: Zylinderkoordinaten v1

E.n.

<
Il
<
2,
B
—~
S
~

T:,/x2+y2

T
cos(p) =
h=z

- Y
sin(e) = &,

unter Beachtung der Regeln im Skript.

Yy
tan(yp) = -

Aontno

Abbildung 11.2.: Zylinderkoor-
dinaten

Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Zylinderkoordinaten:

Ubungsaufgabe 11.4: Zylinderkoordinaten v1

Da die Umrechnung bis auf h = z identisch mit ?? ist, was trivial ist, keine gesonderten Ubungen.

Hier geht es zur Musterldsung.
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Erlauterung 11.6: Kugelkoordinaten v1

Abbildung 11.3.: Kugelkoordinaten

Die in der Physik iibliche Konvention:!!:!

¥ nennt man dann auch die Elevation.

r  Abstand vom Kugel-Mittelpunkt; » > 0
0 Polarwinkel; 0 < p <7
¢ Azimut''?; 7 <p<nw

0=0° Nordpol (oben)
0 = 90° Aquatorebene
6 =180° Siidpol (unten)

Umrechnung von Kugelkoordinaten in kartesische Koordinaten:
x =r-sin(f) - cos(p) y =r-sin(f) - sin(y) z=r-cos(f)
Umrechnung von kartesischen Koordinaten in Kugelkoordinaten:

r = ,/x2+y2+22
6 = arccos (?/r) = atan2(y/x2 + y2, 2)

arctan (£) , wenn x > 0,
7 -0

o = atan2(y, ) = 4 2 sgn(y) , wenn x = 0,
arctan () +7 , wenn z <0 Ay >0,
arctan (£) -7, wenn z <0 Ay < 0.

... unter Beachtung der Regeln im Skript.

Ubungsaufgabe 11.5: Kugelkoordinaten (1) v1
Trainieren Sie Thr rdumliches Vorstellungsvermogen. Sie brauchen fiir diese Aufgabe keinen Taschen-
rechner!

Sie finden Aufgaben mit gegebenen kartesischen Koordinaten oder mit gegebenen Kugelkoordinaten.
Rechnen Sie es jeweils im Kopf in das andere Koordinatensystem um.

H-1Manche Autoren lassen 6 von —7/2 bis +7/2 laufen, mit der Aquatorialebene bei § = 0°. Zur Unterscheidung wird dann manchmal
auch das kleine Theta 6 in der Variantenschreibweise 9 gesetzt (héufig leider auch nicht, was leider zusétzlich Verwirrung stiften
kann). Damit dndert sich Einiges:

z =r1-cos(9) - cos(p); y =7 - cos(V) - sin(p); z = r - sin(J).
11-2Manche Autoren lassen den Azimut auch von 0 bis 2 - 7 laufen. Hierdurch dndert sich jedoch nichts an den Umrechnungsformeln.
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1
£) | 900 | 72
180°
2
g) 0] 7
0
1
n (1] 72
0

0
B (1]
[
1
b 0) ??
1

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 11.6: Kugelkoordinaten (2) v1

Kugel- vs. kartesische Koordinaten: Rechnen Sie jeweils ins andere Koordinatensystem um!

1
a) [156° | 72
130°
5
b) [175° | 72
88°

3
o) [29°] 77
60

—0,0145919630365078
d) —0,13883325443188 | 77

—3,99756330807638

—0,0338186095456131
—0,483628648377863 | 77
—0,874619707139396

( 2,01593267743729
f)

e)

—0,655016233178915 | 77
—3,3921923846257

Hier geht es zur Musterlésung.
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11.3. Matrizen

Erlauterung 11.7: Matrizen

Eine Matriz (Plural Matrizen) ist eine rechteckige Anordnung von gleichartigen Elementen (i.d.R.
Zahlen) in Tabellenform, d. h. in Form von m Zeilen und n Spalten. Man spricht von einer m x n-Matriz.
m X n ist dabei die Ordnung der Matrix.

Matrizen werden meistens mit — hiufig in Fettschrift gesetzten — Grofbuchstaben bezeichnet und i. d.r.
in runde Klammern eingefaflt.

Die Elemente werden mittels zweier Indices durchnummeriert; der erste Index bezeichnet dabei —
fortlaufend ab 1 — die Zeile, der zweite — fortlaufend ab 1 — die Spalte. Die Indices werden — allgemein —
meist mit ¢ und j (oder mit ¢ und k) bezeichnet, also z.B. a;; mit i =1,2,...,mund j = 1,2, ..., n.

Allgemein hat eine Matrix damit diese Gestalt:

11 T12 13 0 Tin

T21 T2 T23  T2n
X =

Tml Tm2 Tm3 - Tmn

Hier drei konkrete Beispiele:

C11 C12
a1l a2 ai3 G4 bun biz b C21  C22
A: B: b21 b22 b23 C:
Ga21 QAg22 Q23 (24 b b b C31 €32
31 32 33
C41  C42

A ist eine 4 X 2-Matriz; B ist eine 3 X 3-Matriz und C ist eine 2 x 4-Matriz.

Sind die Elemente Zahlen aus der Grundmenge G (nur solche betrachten wir im Folgenden), dann ist
die betreffende Matrix ein Element des Kreuzprodukts G™*™. So wire beispielsweise A € C**2, falls
die g;; komplexwertige Zahlen sind.

\. J

Ubungsaufgabe 11.7: Spezielle Matrizen

1 2 3
a) Gegeben ist die Matrix A= |2 4 5 ]. Bestimmen Sie, ob A symmetrisch ist.??
3 5 6
0 2 =3
b) Uberpriifen Sie, ob die Matrix B= [ =2 0 1 | antisymmetrisch ist.??
3 -1 0

1 00
c) Ist die Matrix C = |0 1 0| eine Einheitsmatrix? Begriinden Sie Thre Antwort.??
0 01

d) Bestimmen Sie, ob die Matrix D = <2 ) symmetrisch ist.??

e) Uberpriifen Sie, ob die Matrix E = < 22) eine Hermitesche Matrix ist.??

—2i 3
0 -1

f) Gegeben ist die Matrix F' = (1 0

>. Ist F' antisymmetrisch???

g) Uberpriifen Sie, ob die Matrix G = <0 5

S 0) eine skalare Matrix ist.??
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4 1 2
h) Bestimmen Sie, ob die Matrix H = |1 3 0] symmetrisch ist.??
2 0 5
i) Uberpriifen Sie, ob die Matrix I = (_ll i) eine Hermitesche Matrix ist.??
01 2
j) Ist die Matrix J = |1 0 3| symmetrisch???
2 30
Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 11.8: Allgemeines zu Matrizen (2)

Kreuzen Sie an, welche Eigenschaften fiir die jeweils gegebenen Matrizen gelten:

Matrix ~ Null Einheit Quadratisch Symmetrisch Schiefsymmetrisch Hermitesch
A= () | O O O O | Hier geht es

Usw.

zur Musterldésung.

Ubungsaufgabe 11.9: Einfache Matrizenoperationen

1 -3 2 0 3 5
2) (1 2 7>+(2 1 1)_??
32 12 53 99 5 84 35 53 70 T4
62 3 64 15 87 31 73 60 86 55
25 56 49 28 39 99 80 91 19 10
15 63 82 16 70 73 74 8 45 82
b) |61 9 61 58 17 |+ |57 69 63 78 91| =77
18 96 39 68 41 47 96 T7 71 7
64 43 52 64 100 44 59 87 1 7
18 60 79 42 61 10 50 88 4 46
74 95 36 14 1 47 19 62 7 44
0 78 8 73 19 50 93 25 52 82
45 48 92 49 90 79 47 45 71 56
39 99 50 6 14 23 90 71 40 61
24 18 52 37 93 11 70 15 6 79
c) 5«94 87 92 32 72| +8-|13 70 46 10 30| =77
5 75 51 43 57 98 74 16 91 41
50 37 28 2 93 28 60 89 46 46
78 49 4 98 96 17 28 101 1 96
51 98 62 91 79 78 51 46 41 29
d) Dreh- oder Rotationsmatrizen beschreiben die Drehung um eine Achse.
1 0 0
Ry(a) =10 cosa —sina | beschreibt die Drehung um die x-Achse des
0 sina cosa
kartesischen Koordinatensystems.
Was ergibt jeweils die Rotation um 45° der Einheitsvektoren? 77
e) Multiplikation: Denken Sie an das Schema Zeile - Spalte!
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29 11 63 23 78 82 23 43 6 53
(48 3 84 83 41\ (89 45 1 20 20

f 74 28 57 39 28|-]142 14 68 11 11| =77
10 95 57 48 36 51 44 30 5 79
99 59 27 100 31 44 65 44 93 47

f) Multiplikation: Denken Sie an das Schema Zeile - Spalte!

13 45 14 92 86
) 94 25 29 2 54

31 15 95 8 88| =77
88 61 24 73 1
19 7 57 34 26

67 91 31 93 42
79 57 85 92 83

Hier geht es zur Musterlésung.

11.4. Anwendung: Losen von LGS mit GauBB- und GauB-Jordan-Verfahren

Eine wichtige Anwendung der Matrizenrechnung ist das Losen von linearen Gleichungssystemen. Hierauf wird
im néchsten Kapitel detailliert eingegangen.

11.5. Anwendung: Grundziige der analytischen Geometrie

Erlauterung 11.8: Geradengleichung

In der Schreibweise der analytischen Geometrie ist eine
Gerade eindeutig bestimmt durch

T2 N
1. einen Punkt P auf ihr, dem sogenannten Aufpunkt, A MR .
und g N A2 R
. AN S
2. allen beliebigen Vielfachen eines Richtungsvektors R. N,

Damit schreibt man:

. . ) A3 R
g=P+AR \\R
Z1

Dabei ist P = 07 der Ortsvektor des Aufpunktes P und R
ein (beliebiger) Richtungsvektor der Geraden g.

S|
el

Man nennt die obige Gleichung die Parameterdarstellung
oder Parameterform der Geraden g. Dabei ist A € R der
Parameter.

In der Skizze sind oben rechts beispielsweise drei verschie-
dene Vielfache des Richtungsvektors R eingezeichnet.
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Beispiel 11.1: Zwei-Punkte-Form

Von einer Geraden g sind die beiden Punkte P = <;> und @ = <g> bekannt. Wie lautet die
Geradengleichung?

Wir wéihlen einen der beiden Punkte als Aufpunkt; der Richtungsvektor ergibt sich aus der Differenz
P —Q oder Q — P:

o () () -(0)- 0 ()
(o (0)-()- ()~ (1)

Hinweis: Bei derartigen Aufgaben ,kiirzt* man den Richtungsvektor soweit, dass sich , glatte Zahlen* fiir
die Richtungskomponenten ergeben; das ist erlaubt, weil A € R jeden beliebigen Wert annehmen kann.

Ubungsaufgabe 11.10: Zwei-Punkte-Form

Gegeben sind jeweils zwei Punkte. Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden, die durch die beiden
gegebenen Punkte geht.

a)P=(;l>;Q=<8) — 77
b) P = <g); Q= <__271> — 77

—4 —4
— . — 7?
4 P <4>,Q (8> L7
1 0
oP=|2];0=1 77
3 0
3 2
nr=[1];0=[2 77
-1 -2
42 6
g P=|-37|;0=(-25| =
—4 14
Hier geht es zur Musterldsung.
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Beispiel 11.2: Schnittpunkt zweier Geraden

Gegeben sind die beiden Geraden g := (_01> + A (é) und h := (53> + - (_11>

Gesucht ist der Schnittpunkt der beiden Geraden g und h.

Der Schnittpunkt muss beide Geradengleichungen erfiillen, also setzen wir gleich:

o=n = (5)+2(5)=(3) + (L)

Wir erhalten ein LGS mit zwei Gleichungen fiir die beiden unbekannten Parameter A und p:
=04+1-A=-34+1-p A —-142-A=5-1-p

Das Losen dieses LGS ergibt den gesuchten Schnittpunkt S:

s (e () () e amrme- (3o ()- ()

\. J

Ubungsaufgabe 11.11: Schnittpunkt zweier Geraden

Gegeben sind die beiden Geraden g und h; bestimmen Sie den Schnittpunkt.

SRR

Joa-(y)in=(0)+ne (5) -
e (o (e (o (7)
D= (o) 0 (3) 1= () () 7
e r-(on ()

— 77
—4 4 10 2
- (3 i () r- () ore ()
— 77
6 -3 0 6
_ = 27
o= (o) () 0= (o) o (5) -
= 4 1 0
i)g: 12 +)\1' -5 ) h=1-7 +/\2 3
3 0 0 1
— 77
1 1 4 0
Da=12]+X\ 0 |;h=1[5]4+X-|1 — 77
3 1 1 2
© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 139

Alle Rechte vorbehalten 11. Lineare Algebra

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



11. Lineare Algebra _H B DM partners

.iRBD .. Managementberatung Dh m

Technische
Hochschule
Nirnberg

— 77
—14 3 -9 5
Dg=[ 6 |+ M-[-1]);h=][3]+X-[-1
-9 2 7 -3

— 77

Hier geht es zur Musterlésung.

Hinweis 11.2: weitere Aufgaben

https://sos-mathe.ch/v/v3/v31/aufg_v31.html; zuletzt gepriift am 2024-08-30.
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Woche 2

1. Ableitung einer Funktion
o Differenzen- und Differentialquotient
o Ableitungsregeln
e hohere Ableitungen
2. Einfiihrung in die Integralrechnung
e Stammfunktion, Integrationsregeln
o unbestimmte und bestimmte Integrale
3. Rechnen mit Vektoren und Matrizen
o Vektordefinition, Addition und Subtraktion von Vektoren,Skalarprodukt und Vektorprodukt

e Matrixdefinition, Addition und Subtraktion von Matrizen, Multiplikation einer Matrix mit einem
Skalar, Matrizenmultiplikation

4. Lineare Gleichungssysteme
Losungsverfahren, Gaufisches Eliminationsverfahren

5. Kegelschnitte
Kreis, Ellipse, Parabel und Hyperbel
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12. Lineare Gleichungssysteme

12.1. Grundlegende Aufgabenstellungen

Erlauterung 12.1: Lineare Gleichungssysteme

Lineare Gleichungssysteme (LGS) bestehen aus mehreren verbundenen Gleichungen, die jeweils mehrere
Variablen enthalten.

Das Lésen linearer Gleichungssysteme besteht in der Suche nach Werten fiir die Variablen, die alle
Gleichungen des LGS zu wahren Aussagen werden lafit.

3z + 4.y = 11

Beispiel: 22 + By = 12

Durch Einsetzen und Ausrechnen iiberzeugt man sich davon, dass x = 1 und y = 2 eine Loésung ist.
Fir die Losung gibt es mehrere Verfahren:
1. Das Einsetzungsverfahren
Das Gleichsetzungsverfahren
Das Additionsverfahren
Das GauB-Jordan-Verfahren
Die Gaufische Eliminationsmethode

Inversion der Koeffizientenmatrix

sy £ B4 o> 89 [8

Die Cramersche Regel

\. J

Erlduterung 12.2: LGS: 1. Das Einsetzungsverfahren

Man sucht sich eine beliebige Gleichung heraus — diese Gleichung scheidet dann aus dem LGS aus.
Diese Gleichung wird nach einer Variablen aufgelost, das Ergebnis — anstelle der Variablen — in die
verbleibenden Gleichungen des LGS eingesetzt und diese neu zusammen gefasst.

Als Ergebnis reduzieren sich sowohl die Anzahl der Variablen als auch die Anzahl der Gleichungen um
Eins.

Das Verfahren wird wiederholt, bis nur noch eine Gleichung mit einer Variablen iibrig bleibt. Damit hat
man eine Losungsvariable berechnet.

Durch sukzessives ,Riickwértseinsetzen* der bereits berechneten Variablen in die ausgeschiedenen
Gleichungen werden anschlieend alle anderen Variablen berechnet.

Beispiel 12.1: LGS: 1. Das Einsetzungsverfahren (1)

Schritt LGS Auflésung Einsetzung
1 3.z + 4.y = 11 3-(=32-y+6)+4-y=11<y=2
’ 2.2z + 5.y = 12 x=-5/2-y+6
2. x=-5/2-y+6 r=-52-246<x=1
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Beispiel 12.2: LGS: 1. Das Einsetzungsverfahren (2)

1=—2 -2 —x3+4

. (—2'$2—LB3+4)—2'ZB2+6'[E3=0 & —6-x9+4-x3 =8

3-x1 —+x2 +3-x3 = »(72«:c27x3+4)+x2+3‘x3:2 < —5.2204+0-23=-10
& 19 =2
—6-24+4-23=—-8 & xz3=1
ZC1:*2-2*1+4 = 381:71

\.

Ubungsaufgabe 12.1: Lineare Gleichungssysteme (1)

Losen Sie mit der Einsetzungsmethode:

l-2-1-y=0 29
a>0-x+2-y:2 — 77
2z 43y = —12 29
b) o —y= 10 — 77
r+2y= 4 29
c) Cor—3y— 8 — 77
20 4+3y=—7 00
) r+2y= 16 -
rH+2y4+3z= 1
e) 2x +0y +6z= 8 - 7

3z —y+4z=18

3z +2y +3z2= 2
f)  x—-3y—2z=-10 — 7?7
—dr+2y —z= -2

Ty +2xo +3x3 +4rs = —7

—x1 +0x9 +6x3 —214 = —20 o

g> 3x1 4x2 4x3 —0x4 = 0 -
41 +4x9 +223 —3x4= 2

Hier geht es zur Musterlésung.

\

Erlduterung 12.3: LGS: 2. Das Gleichsetzungsverfahren

Man sucht sich eine beliebige Variable und eine beliebige Gleichung heraus — diese Gleichung scheidet
dann aus dem LGS aus. Alle Gleichungen werden nach einer Variablen aufgelost; das Ergebnis der
ausgeschiedenen Gleichung wird dann den Ergebnissen aller anderen (noch verbliebenen) Gleichungen
gleich gesetzt.

Als Ergebnis reduzieren sich sowohl die Anzahl der Variablen als auch die Anzahl der Gleichungen um
Eins.

Das Verfahren wird wiederholt, bis nur noch eine Gleichung mit einer Variablen iibrig bleibt. Damit hat
man eine Losungsvariable berechnet.

Anschliefflend wiederholt man das komplette Verfahren fiir eine andere Variable — so oft, bis alle Variablen
bearbeitet wurden.
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Schritt LGS Gleichsetzung
1 3oz + 4y = 11 y=—-3/a-x+11/4
’ 2-x 4+ 5.y = 12 y=—2/5-x+12/5
2. —3fa-x+1s=25-2+12552=1
3 3.z + 4.y = 11 x=—43.y+11/3
. 2-.x + S5y = 12 T=-5/2-y+6
4. —4f3-y+11/3==5/2.y+ 6 y=2

Ubungsaufgabe 12.2: Lineare Gleichungssysteme (2)

Losen Sie mit der Gleichsetzungsmethode:

l-z2—-1-y=0 29
a)0~x+2~y:2 -
20 +3y =—12 09
) —x —y= 10 -
TH2y= 4 29
) _op _3y— 8 -
2z +3y =—-7 29
) 42— 16 -
rH+2y4+3z=1
e) 2z +0y +6z= 8 - 7?7

3r —y+4z=18

3z +2y +3z= 2
f) x-3y—2z=-10 — 77
—5x 42y —z= -2

T1 +2x9 +3x3 +4xs = -7

—x1 +0x9 +623 —2204 = —20 29

g) 3r1 +x9 +x3—0x4= 0 -
41 +4x9 +223 —314 = 2

Hier geht es zur Musterldsung.

Erlauterung 12.4: LGS: 3. Das Additionsverfahren

Beim Additionsverfahren werden zwei oder mehrere Gleichungen zunéchst so geschickt mit jeweils einer
(anderen) Zahl multipliziert, dass sich beim anschlieBenden Addieren der so behandelten Gleichungen
alle Variable bis auf eine heraus heben.

Bei drei oder mehr Gleichungen mit entsprechend drei oder mehr Variablen wendet man das Verfahren
nacheinander fiir jede Variable an.

Das Additionsverfahren ist die Grundlage fiir weiterfiihrende, matrixbasierte Verfahren.

L J
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Beispiel 12.4: LGS: 3. Das Additionsverfahren (1)

Schritt LGS modifiziertes LGS

32 + 4y = 11 | -2 & 6-r + 8-y = 22

1 2.z 4+ 5.y = 12 | -(-3) = —6-z — 15-y = —36
(+) 0Oz — 7Ty = -4 Sy=2

3.z + 4y = 11 | -5 & 5.2 + 20y = 55

2 2.2 + 5.y = 12 |[-(-4) & 8.1z — 2.y = —48
(+) 7T + 0y = 7 x=1

Ubungsaufgabe 12.3: Lineare Gleichungssysteme (3)

Losen Sie mit der Additionsmethode:

l-z—-1-y=0 29
) 0.z42.y=2 -
2z 43y = —12 o
b) —x —y= 10 -
T+2y= 4 29
c) Cor—3y——8 — 77
2z +3y=—-"T7 00
) r+2y= 16 -
2y +3z= 1
e) 2z +0y +6z= 8 - 77

3z —y+42=18

3x +2y +3z2= 2
f) x-3y—2z2=-10 - 7?7
—or +2y —z= —2

Ty +2xo +3x3 +4rs = —7

—T1 +OIE2 +6I3 *2934 =-20 29

g) 31’1 +xo +I3 —01’4 = 0 -
4x1 +4xo +213 —314 = 2

Hier geht es zur Musterlésung.

. J

Ubungsaufgabe 12.4: Lineare Gleichungssysteme (4)

Man berechne:

a) Die Differenz der Quadrate von zwei natiirlichen Zahlen mit dem Unterschied 3 betréagt 381. Wie
heiit die kleinere der beiden Zahlen? 77?7

b) Die Fahrzeuge A, B und C legen dieselbe Strecke zuriick. B ist um 6 km/h schneller undbraucht
11 Minuten weniger als A. C ist um 4km/h langsamer und braucht 9 Minuten mehr als A.
Berechnen Sie die Fahrzeit und die mittlere Geschwindigkeit von A.

77
c) Lose
w 4+ -y +z = 16

3w —2x +9y —2z = 11 29

4w -3z +6y +2z = 13

6w —4x +2y +3z = 10

Hier geht es zur Musterlsung.
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Erlauterung 12.5: Das Gaufische Eliminationsverfahren

Die Losungsmenge einer Gleichung édndert sich nicht, wenn beide Seiten mit der gleichen Zahl multipliziert
werden.

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems (LGS) &ndert sich nicht, wenn beide Seiten einer
Gleichung mit der gleichen Zahl, oder wenn mehrere Gleichungen beidseitig mit jeweils der gleichen
Zahl (je Gleichung) multipliziert werden.

Die Losungsmenge eines LGS dndert sich nicht, wenn zwei (oder mehrere) Gleichungen addiert werden,
und eine der Gleichungen durch das Ergebnis der Addition ersetzt werden.

Die Losungsmenge eines LGS &ndert sich nicht, wenn die Reihenfolge der Gleichungen verdndert wird.
Diese vorstehend beschriebene Operationen nennt man EZU (elementare Zeilenumformungen).

Auf diesen Erkenntnissen beruht das Gaufische Eliminationsverfahren — es ist gewissermaflen eine
Formalisierung des Additionsverfahrens.

Man schreibt das LGS als Matrix-Vektor-Gleichung A - Z = b und betrachtet im Folgenden nur noch die
erweiterte Koeffizientenmatriz (hier am Beispiel von drei Gleichungen mit drei Unbekannten):

a1 - T1+ a2 - T2+ a1z - T3 = by ai; a2 Qi3 T by
Ao1 - T1 + G2 - To + G23 - T3 = by = asr gz a3 | - |x2 | = | b2
aszy - T1 +aze - v2 +azz -3 = by azy azz a3 3 b3

Die erweiterte Koeffizientenmatrix ist:

a1 a2 a1z | b . c.e Q12
elementare Zeilenumformungen

a1 asz a3 | by = 0

as1 aszz asz | bs 0 0

Durch die oben beschriebenen EZU (elementare Zeilenumformungen) wird die erweiterte Koeflizienten-
matrix in die obere Dreiecksform gebracht.

Aus der letzten Zeile léasst sich die Variable x3 direkt bestimmen; die anderen Variablen ergeben sich
durch sukzessives Riickwdrtseinsetzen in die dariiber liegenden Zeilen.

\.

Beispiel 12.5: Gauf3sches Eliminationsverfahren

T +2- 29 +x3 =4 1 2 1|4
2.2, —2-25 +6-23 =0 — 2 —2 6|0 3 —
3.1 —+x9 +3-x3 =2 3 1 312 (—2)

1 2 1|4 s 1 2 14

6 —6 18 |0 2l 6 —6 180 (—6) —
6 -2 —6|-4 0 -8 12| -4 -4

1 2 1|4 . 2 1 |4

1 1 =30 BRig 0 3 -2/|4 92—

0 -2 3 |-1 0 -2 3 |-1 3

1 2 1|4 " 12 1 |4

0 6 —4]8 23] 06 —4]8 div2 =

0 -6 9 | -3 00 55 -5

12 1|4

03 —2|4

00 1|1

Aus der letzten erweiterten Koeffizientenmatrix lasst sich direkt ablesen: 3 = 1.
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Ubungsaufgabe 12.5: Einfache Aufgaben mit GauBBschem Eliminationsverfahren v1

a) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

r+2y+z=4
20 —y+32=9
r+y+z2=6

77

b) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

2e+y—2=3
rT—y+2z=4
3r+y+z2z=>5

77
c) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:
3x+y+2z2=5

20 — 2y + 2= -3
r+3y—z=2

77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 12.6: Aufgaben zur Losung von Gleichungssystemen mit Gauf3schen

Eliminationsverfahren v1

a) Gegeben sei das folgende Gleichungssystem:

T, + 229 + 323 + 4x4 + S5 + 626 + Tx7 + 828 + 929 + 10219 = 55
2x1 + 3x9 + 4x3 + bxy + 625 + T2 + 87 + 928 + 1029 + 219 = 55
3x1 +4xo + bx3 + 624 + 75 + 8x6 + 927 + 1028 + T9 + 2219 = D5
4z + Bxo + 623 + Tx4 + 85 + 926 + 1027 + 8 + 229 + 3T19 = 5D
5x1 + 622 + Tx3 + 8x4 + 925 + 1026 + 7 + 228 + 39 + 4219 = 55
6x1 4+ Txo 4+ 8x3 + 924 + 1025 + 26 + 2207 + 3w + 429 + D219 = 55
Txy + 8xo + 923 + 1024 + x5 + 224 + 327 + 4xg + D9 + 6219 = 55
8xr1 + 929 + 1023 + x4 + 25 + 326 + 427 + Sxs + 629 + 7210 = 55
921 + 10z + x3 + 224 + 325 + 426 + D27 + 628 + TT9 + 819 = 55
10z + zo + 223 + 324 + 45 + dxg + 627 + Txg + 8T9 + 919 = 55

77
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b) Gegeben sei das folgende Gleichungssystem:

2x1 + 3x2 + x3 +4x4 + x5 + 626 + 7 + 88 + 929 + 10219 = 70

T + X2 + 223 + 224 + 325 + 326 + 427 + 428 + dr9 + Sr1g = 35

4z + 3x9 + 223 + dxy + 35 + 626 + 427 + T8 + X9 + 8T19 = 84
3x1 + 2x9 + 3x3 + 624 + 225 + Dxg + 37 + g + drg + TX19 = 72
5x1 + 4xo + 2x3 + 3x4 + 625 + 426 + Ox7 + 328 + 229 + 1219 = 80
6x1 4 Dxo + dag + 224 + 325 + 626 + 47 + Das + 229 + 3219 = 90
Tx1 + 6xo + bxs + 4y + 225 + 326 + 627 + 428 + Sxg + 2219 = 100
8x1 + Txo + 6x3 + by + 4xs + 226 + 327 + 628 + 49 + D219 = 110
9x1 4 8x2 + Tx3 + 624 + das + 426 + 227 + 38 + 629 + 4219 = 120
1021 4+ 922 + 8x3 + Ty + 65 + b + 427 + 228 + 329 + 6219 = 130

77

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 12.7: Einfache Aufgaben zur Lésung von Gleichungssystemen mit

Jordan-Form v1

Achtung! Gleiche Systeme wie in einer vorherigen Aufgabe — diesmal ist die Losung aber mit Hilfe des
Gauf-Jordan-Verfahrens gesucht!

a) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

r+2y+z=4
20 —y+32=9
T+y+z2=06

77

b) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

2r4+y—2=3
r—y+2z=4
3x+y+2=5

77
c) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:
3r+y+2z=5

20 =2y +2=-3
r+3y—z=2

77

Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 12.8: Lése mit Gauf-Jordan [OpenAI2024d]

a) Lose das folgende Gleichungssystem mit der Gauf-Jordan-Methode:
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1 2 -1 3 1 10
2 4 1 5 2| _ |20 o,
3 6 0 4 x3 51
1 -1 2 =3 T4 5
b) Lose das folgende Gleichungssystem mit der Gaufi-Jordan-Methode:
1 0o o 2 3 -1 4 =5 1 15
0o 1 0 -3 4 0o -2 1 ) —25
0 0 1 5 -2 3 -4 0 x3 35
4 -2 3 0 1 =5 0 2 za | _ | 45 | o0
-3 4 2 -1 3 0o -2 -4 Zs5 =55 |
2 -1 -4 3 5 =2 1 0 T 65
1 2 3 4 -5 6 -7 8 T7 75
-5 6 -7 & 9 -10 11 -—12 xs 85
Hier geht es zur Musterlésung.

a) Losen Sie das Gleichungssystem Ax = b mittels der Jordan-Form, wobei

21 0 000 1
021000 0
0 02100 0
A= 000 21 0} b= 0
0 000 21 0
0 00 0 0 2 0

77

b) Losen Sie das Gleichungssystem Ax = b mittels der Jordan-Form, wobei

1 10 0 0 O 1
011 0 00 1
0O 01 1 00 1
A= 0O 0 01 1 0}’ b= 1
0O 0 0 0 1 1 1
0O 0 0 0 0 1 1
77
Hier geht es zur Musterldésung.
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13. Folgen und Reihen

13.1. Folgen

Erlauterung 13.1: Zahlenfolgen

Uunter einer Zahlenfolge (kurz: Folge) verstehen wir eine Auflistung von endlich oder unendlich vielen,
fortlaufend nummerierten Zahlen.

Man schreibt die Liste a; der Folgenglieder in runden Klammern; dabei ist das i ein (fortlaufendes)
Element einer Indezmenge (meistens N):

. (a2)1 1. ,, bei endlichen Folgen;
. (ai)i N be1 endlichen Folgen.

Die einzelnen Folgenglieder errechnen sich nach einem Bildungsgesetz; dieses kann explizit oder rekursiv
definiert sein.

Beispiel 13.1: Explizit angegebenes Folgen-Bildungsgesetz

Beispiel 1: Die durch 7 teilbaren Zahlen kleiner 100: (7 . i)izl e — 7,14,21,...,98
Beispiel 2: Die Quadratzahlen: (i2)ieN —1,4,9,16, 25, ... Beispiel 3: Arithmetische Folgen:
(3 -1+ 2)ieN — 5,8,11,14,17, ... Beispiel 4: Geometrische Folgen:
(2- 31')1EN — 6,18, 54, 162, 486, 1458, ...

Ubungsaufgabe 13.1: Explizites Bildungsgesetz von Folgen

Nachstehend sind einige Folgen jeweils mit ihren ersten wenigen Folgengliedern gegeben. Ermitteln Sie

das néchste Folgenglied und geben Sie das Bildungsgesetz a; explizit an (i € N, d.h. ¢ > 1).

a) 1,2,3,4,--- =77

b) 2,4,6,8, - 77

c) 1,4,9,16,- 7?7

d) 1,3,6,10,--- =77

e)235711 S =177

f)1 1,-1,--- =77

g) 2,4,8,16,~-~ =177

h) 1,2,4,7,11,--- =77

i) 0,1,4,9,16,--- =77

Hier geht es zur Musterlésung.
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Beispiel 13.2: Rekursiv angegebenes Folgen-Bildungsgesetz

Beispiel 1: Die Fakultiaten n! :=1-2-3- --- - n:

ol:=1

il=1d-(i—1)! firi > 1 —1,1,2,6,24,120, 720, ...
Beispiel 2: Die Fibonacci-Zahlen F; (Beispiel fiir Doppel-Rekursion):

F0):=1

F(1):=1

FGA)=F@i—-1)+F(i—2) fiiri > 2 —1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...

Ubungsaufgabe 13.2: Rekursives Bildungsgesetz von Folgen

Nachstehend sind einige Folgen jeweils mit ihren ersten wenigen Folgengliedern gegeben. Ermitteln Sie
das néchste Folgenglied und geben Sie das Bildungsgesetz a; rekursiv an (i € N, d.h. i > 1).
a) 1,2,3,4,--- =77

b) 2,4,6,8,--- =77

c)1,4,9,16,--- = 77

d) 1,3,6,10,--- = 77

e) 2,3,5,7,11,--- =77

£)1,1,2,3,5,--- =77

g 1,-1,1,—-1,--- =77

h) 2,4,8,16,--- = 7?7

i)1,2,4,7,11,--- = 77

j) 0,1,4,9,16,--- = 7?7

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 13.3: Folgen

a) Wildschweine haben fiir Sdugetiere eine sehr hohe Vermehrungsrate von mindestens 600 % bezogen
auf die weiblichen Stiicke der Ausgangspopulation. Dies beriicksichtigt bereits die Entnahme durch
Krankheiten, Wildunfélle und Jagd.

Gehen wir vereinfachend davon aus, dass nur weibliche Stiicke gefrischt (geboren) werden.

Wenn wir eine Rotte mit 10 Bachen haben, wie viele Tiere (Bachen, Keiler, Uberliufer) haben wir nach
1, 3, 5, 7 Jahren, wenn einmal im Jahr gerauscht (fortgepflanzt) wird, also nur eine Generation pro
Jahr? 77

b) Durch Verlust der Leitbache und/oder sog. Mastjahre (verstirkt durch den intensiven Anbau von
Biogasmais) rauscht es bis zu 3 Mal im Jahr. Auch Uberliduferbachen (,, Teenager”) kénnen beschlagen
werden und frischen.

Was éndert sich nun? Wie viele Tiere sind es nach 1, 3, 5, 7 Jahren? 7?7

Hier geht es zur Musterlésung.
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Erlauterung 13.2: Eigenschaften von Folgen

Fir Folgen sind eine Reihe von Eigenschaften definiert:

¢ Beschrinktheit: Eine Zahlenfolge (an) ist beschrankt, wenn es eine obere und eine untere
Schranke fiir die Folge gibt. Das bedeutet:

— Die Folge (a,,) ist nach oben beschrinkt, wenn es eine Zahl M gibt, sodass fiir alle n gilt:
a, < M.

— Die Folge (an) ist nach unten beschrankt, wenn es eine Zahl m gibt, sodass fiir alle n gilt:
Ay > M.

Wenn eine Folge sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt ist, nennen wir sie beschrinkt.

¢ Minimum: Das Minimum einer Zahlenfolge ist das kleinste Element der Folge. Wenn (an) eine
endliche Folge ist und a, das kleinste Element ist, dann gilt:

ano ist das Minimum der Folge, wenn fir alle n gilt: a,, > ano.

Unendliche Folgen haben moglicherweise kein Minimum, selbst dann, wenn sie nach unten be-
schrankt sind.

e Infimum: Das Infimum einer Zahlenfolge (an) ist die grofite Zahl, die eine untere Schranke der
Folge ist. Es ist der ,,grofite Wert“, den man nie unterschreiten kann, der aber nicht unbedingt
von der Folge erreicht wird.

¢ Maximum: Das Maximum einer Zahlenfolge (an) ist das grofite Element der Folge. Wenn (an)
eine endliche Folge ist und a,; das grofite Element ist, dann gilt:

an1 ist das Maximum der Folge, wenn fiir alle n gilt: a,, < an1-
Wie beim Minimum gilt, dass fiir unendliche Folgen nicht immer ein Maximum existieren muss.

¢ Supremum: Das Supremum einer Zahlenfolge (an) ist die kleinste Zahl, die eine obere Schranke
der Folge ist. Es ist der ,kleinste Wert“, den man nicht {iberschreiten kann, aber nicht unbedingt
von der Folge erreicht wird.

Beispiel 13.3: Beschranktheit

Die endliche Folge (an) = —, —, -, —, — ist sowohl nach oben als auch nach unten beschrankt.

min(a,) = inf(a,) = %; max(a,) = sup(a,) =1

Die unendliche Folge (an) =7y rE ist sowohl nach oben als auch nach unten beschréankt.

max(an) = sup(an) = [l inf(an) = 0; die Folge hat kein Minimum, da 0 ¢ (an).

Erlauterung 13.3: Monotonie

Eine Zahlenfolge (an) ist monoton wachsend (oder monoton steigend), wenn fiir alle n € N gilt:
Gp41 2 Q.

Das bedeutet, dass jeder Folgewert mindestens so grofl wie der vorherige Wert ist. Die Folge kann gleich
bleiben oder steigen, aber sie fallt nie.

Wenn die Ungleichung streng ist (a,+1 > a,), dann spricht man von streng monoton wachsend.
Eine Zahlenfolge (an) ist monoton fallend, wenn fir alle n € N gilt: a1 < ap.

Das bedeutet, dass jeder Folgewert hochstens so grofl wie der vorherige Wert ist. Die Folge kann gleich
bleiben oder fallen, aber sie steigt nie.

Wenn die Ungleichung streng ist (a,+1 < a,), dann spricht man von streng monoton fallend.
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Erlauterung 13.4: Konvergenz und Divergenz

Eine Zahlenfolge (an) ist konvergent, wenn sie sich einem bestimmten Grenzwert L annédhert, wenn n
gegen Unendlich geht: lim a, = L.

n—oo

Das bedeutet, dass fiir jede noch so kleine positive Zahl € eine natiirliche Zahl N existiert, sodass fiir
alle n > N gilt: |a, — L| <e.

Eine Zahlenfolge, die nicht konvergiert, nennt man divergent. Es gibt verschiedene Arten der Divergenz:
e Wenn L = —c0 oder L = +o0 ist, nennt man die Folge (an) bestimmt divergent.

¢ Wenn sich kein Grenzwert feststellen ldsst, nennt man die Folge unbestimmt divergent.

Beispiel 13.4: Konvergenz und Divergenz

| r
\.

1111
Die Folge (an) =Ty ist konvergent: L = 0.
DieFole(a) —l—l L —|—1 L ist konvergent: L =0
n)=4+=,—=,+z,—, ... \Y :L=0.
s 1’2731 &
Die Folge (an) =n=1,2,3,4,... ist bestimmt divergent: L = +oc0.
Die Folge (an) =(-1)"=-1,1,—1,1,... ist unbestimmt divergent.

Erlauterung 13.5: Haufungspunkte

Wenn sich in einer unendlichen Folge unendlich viele Folgenglieder finden lassen (Teilfolge), die eine
konvergente Teilfolge bilden, dann nennt man den Grenzwert dieser konvergenten Teilfolge einen
Héufungspunkt.

Beispiel 13.5: Haufungspunkte

Die Folge (an) =(-1)"=-1,1,—1,1,... hat die beiden Haufungspunkte —1 und +1.

Die Folge (an) =-,—-,—-,—,—,—,—,... hat einen Haufungspunkt bei 0.

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Beschrianktheit, Monotonie, Hiufungspunkte und Kon-
vergenz, und geben Sie ggf. Minimum / Infimun und Maximum / Supremum an.

1 1
_ _ ??
a) (a")neN 3+2-n -
3-n?+5
b) (an)neN = (=0 2. n2 ”
5-n?
c) (a = n. 77
)(”)nEN (=1) R+7-n+8
6-n2+13-n
—(_1\yptl. - " - ??
d) (an)neN—( 1) 5T — 71
Hier geht es zur Musterldsung.
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13.2. Reihen

Ubungsaufgabe 13.5: Reihen

Eine hdufige Anwendung von Reihen ist die Reihenentwicklung. Jede Zahl oder Funktion lasst sich
in eine Reihe aus anderen Zahlen oder Funktionen entwickeln. Es gibt hier eine Reihe typischer
Entwicklungstechniken, die Sie im Studium lernen werden.

Hier ein paar erste Fingertibungen, um mit dem Instrument Reihe vertraut zu werden:

a) Entwickeln Sie die Zahl 81.000 in eine Summendarstellung im Dezimalsystem.

77

b) Entwickeln Sie die Zahl 32 in eine Summendarstellung im Binérsystem.

77

c) Entwickeln Sie die Zahl 365 in eine Summendarstellung im Zweiersystem/Binérsystem.
77

d) Eine sehr wichtige Reihenentwicklung ist die Fourier-Entwicklung oder Fourier-Transformation. Mit
ihr wird eine Funktion des Zeitbereichs f(t) in eine Funktion des Frequenzbereichs f7(f) transformiert.
Uberlegen Sie, welche Frequenzen wiirden Sie mit welcher Amplitude erwarten fiir folgendes Pulssignal:

S =

Abbildung 13.1.: hoher Puls, 2-Kanal-
Aufnahme, 2s Dauer,

Y gespreizte Darstellung
RN . —
<
77
Hier geht es zur Musterlésung.
\
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14. Funktionen

14.1. Typische Fragestellungen

Erlauterung 14.1: Kurvendiskussion

Vielleicht denken Sie, den Graph einer Funktion, den plottet doch der Rechner. Jain.

Zum einen kann es bei einfachen Programmen aufgrund von Definitionsbereichen und/oder numerischen
Problemen zu Fehlern kommen. Auch Programmeigenheiten (,,it’s not a bug, it’s a feature*) konnen wie
z.B. bei Excel zu unerwarteten Ergebnissen fiihren. Excel z. B. macht bei vielen Gelegenheiten intern
ein eigenes Koordinatensystem auf und rechnet mit diesem weiter. Auch bei Programmen wie LTspice,
das gerne in der Elektrotechnik genutzt wird, muss man wissen, wo die relevanten Punkte sind, um
die Plotparamter richtig zu setzen. Sonst tibersieht man schnell die Eigenfrequenz einer Schaltung und
wundert sich, warum die Polizei vor der Tir steht. Ein Verstofl gegen EMV oder Amateurfunkgesetze
kénnen auch strafrechtliche Folgen haben. Als Ingenieur'*! kénnen Sie sich nicht auf Unwissenheit
berufen.

Zum anderen interessiert oft nicht die reinen Funktionswerte, sondern bestimmte Eigenschaften. Diese
schnell zu erkennen, das sollten Sie als Ingenieur!4! trainiert haben.

Es ergibt sich eine kleine Checkliste, die Sie nutzen sollten, bis Sie selbst geniigend Erfahrung gesammelt
haben, um eine Funktion ohne Hilfsmittel hinsichtlich ihrer Eigenschaften einzuschétzen:
1. In welchem Bereich ist die Funktion tiberhaupt definiert?

2. Ist eine Symmetrie erkennbar? Besonders interessant sind die Y-Achse, auch die Winkelhalbierende,
gef. auch die X-Achse

3. Gibt es Nullstellen? Wieviele und wo?

4. Gibt es Asymptoten?

5. Gibt es lokale oder globale Maxima bzw. Minima?
6. Gibt es Sattel- oder Umkehrpunkte?

7. Skizzieren Sie mit o.g. Informationen den Graphen.

Anhand der vorgenannten Eigenschaften lésst sich das Verhalten einer Funktion gut beschreiben, was
meist ausreicht oder besser ist, als der reine Funktionsplot. Entsprechend sind nachfolgend die Ubungen
aufgebaut. In der Literatur bzw. im Netz finden Sie hierzu mehr unter dem Begriff Kurvendiskussion.
Sofern nicht anders angegeben, ist der maximale Definitionsbereich D = R.

Ubungsaufgabe 14.1: Potenzen und Wurzeln v1

Geben Sie den Definitionsbereich an. Skizzieren sie jeweils den Graphen und sofern eine Umkehrfunktion
vorhanden ist, auch diese:
a) f(x)=27*— 77

b) f(z)="T7z" + 14a® — 7?7
c) flz)=a— 77

Hier geht es zur Musterlésung.

14.1Dje grammatikalische Grundform steht hier fiir alle Geschlechter, in Anlehnung an die Empfehlung der Rechtschreibkommission
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Ubungsaufgabe 14.2: Polynome

Gehen Sie nach der o.g. Checkliste vor:
a) f(z)=2%—-622+4x — 77

b) f(z) = x* —502% + 625 — ??
c) f(z)=x5-52*+102% - 1022+ 52 -1 — ??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 14.3: Polynome II

Gegen Sie nach o.g. Checkliste vor:
a) f(z) = 643 — 1344z + 1280 — ??

b) f(z) =27 4+ 925 — 9425 — 7242* + 343223 + 1427222 — 537602 + 36864 — ??

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 14.4: gebrochen rationale Funktionen

Gehen Sie nach der o;lg. Checkliste vor:
b) f(z) = m — 7?7
o fo) = EDHIL

Ubungsaufgabe 14.5: Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

Gehen Sie nach der o.g. Checkliste vor:
a) f(z) =e@ =2+ ;5 27

b) f(z)=ln(z?>-2x+1) — ??

1
o) f@)=p—— 7

Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 14.6: Trigonometrische Funktionen

Gehen Sie nach der o.g. Checkliste vor:
a) f(x) =sin?(2?) — 77

b) fo) = s

c) f(x)=cos®(x) — ??

77

Hier geht es zur Musterlésung.
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Ubungsaufgabe 14.7: Betragsfunktion

Gehen Sie nach der o.g. Checkliste vor:
a) f(x)=|z3-5— 7?7

Hier geht es zur Musterlésung.

Erlduterung 14.2: Polarkoordinaten

Polarkoordinaten sind ein zweidimensionales Koordinatensystem, bei dem jeder Punkt durch einen
Winkel ¢ (Bezug: Horizontaler Strahl vom Ursprung nach rechts) und einen Abstand vom Ursprung o
beschrieben wird.

Polarkoordinaten sind besonders niitzlich fiir die Beschreibung von Kreisbewegungen und Spiralen,
da sie die Symmetrie dieser Formen direkt widerspiegeln. Man verwendet sie besonders vorteilhaft in
Anwendungen wie z.B. der Navigation oder der Physik der Drehbewegungen, weil dort Winkel und
Entfernungen von zentraler Bedeutung sind. Kartesische Koordinaten hingegen sind oft einfacher fiir
algebraische Manipulationen und die Lésung linearer Probleme.

Im Gegensatz dazu verwenden kartesische Koordinaten zwei senkrechte Achsen (z und y), um die
Position eines Punktes zu bestimmen.

Ein Punkt in Polarkoordinaten wird durch (g, ¢) angegeben, wobei ¢ der Radius und ¢ der Winkel oder
das Argument sind. In kartesischen Koordinaten wird derselbe Punkt durch (z,y) dargestellt. In den
Abbildungen unten sind je zwei Punkte in Polar- und kartesischen Koordinaten dargestellt.

Um von Polarkoordinaten zu kartesischen Koordinaten zu wechseln, verwendet man die Umrechnungs-

formeln:
x = o *cos(p)
y = o *sin(p)
90°
120° 60°
150° 30°
o
0 , 4
4 13 2 W/RN\\Yy 2/ 3] a
210° 330°
o
240° 300°
270°
® =25 ¢=45°~0,785 ® =205 cos(45°) ~ 1,768; y = 2,5 -sin(45°) ~ 1,768
e 0=372; p=275° 4,800 ® & =32 cos(275°) = 0,279; y = 3,2 - sin(275°) ~ —3,188
Abbildung 14.1.: Ein Polarkoordinaten-Netz Abbildung 14.2.: Ein kartesisches Koordinaten-Netz
mit zwei eingezeichneten Punkten mit zwei eingezeichneten Punkten
\ 7
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Erlduterung 14.3: Funktionen in Polarkoordinaten

Funktionen in Polarkoordinaten werden iiblicherweise so dargestellt, dass der Radius eine Funktion des
Winkels ist:

fiR=Rip 0= f(p)
In Abb. 14.3 und 14.4 sind vier verschiedene Funktionen jeweils in Polar- und in kartesischen Koordinaten
dargestellt.
Man erkennt, dass sich diese Darstellungen jeweils deutlich unterscheiden.

90° WY
120° 60° 4

72_"_
-3|
240° 300° —4]
270°
_ Funktion o = 2,5 _ Funktion y = 2,5
_ Funktion ¢ = 7/4 _ Funktion x = 7/4
———  Funktion o = ¢ ———  Funktion y =z
———  Funktion g = sin(p) ———  Funktion y = sin(x)
Abbildung 14.3.: Vier Funktionen Abbildung 14.4.: Vier Funktionen in
in Polarkoordinaten kartesischen Koordinaten

Ubungsaufgabe 14.8: Polarkoordinaten

Grundsitzlich gelten die vorgenannten Betrachtungen. In der Ubung liegt aber der Fokus auf der
Visualisierung.

a)  flp)=¢* — 77
b) f(p) =(p+5)* — 72
¢) flp)=In(p*) — 77

Hier geht es zur Musterldsung.

https://sos-mathe.ch/
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15. Grundziige der Differentialrechnung

Erlduterung 15.1: Erste Ableitung einer Funktion

Voraussetzungen fiir die Existenz der ersten Ableitung einer Funktion f(x) an der Stelle xq:
e f(xo) muss in einer e-Umgebung von xo definiert sein.

o f(z) muss an der Stelle 2y stetig sein, d.h. es muss gelten: lim f(x) = lim f(z) = f(xo).
T—To— T—To+

Unter der ersten Ableitung einer Funktion f(x) an der Stelle xo versteht man das Ermitteln der Steigung
m der Tangente y = m - ¢ + b an den Graphen der Funktion, wobei die Tangente die Funktion f(z) im
Punkt (aso, f (mo)) = (xo, m-xg+ b) beriihrt. Die Berechnung erfolgt mit Hilfe des Differenzenquotienten:

f(x0) :== lim L(m) = lim f(@o ¥ e) — f(o) ( lim flxo—¢) = f(xo))

z—xzo dox e—xo € e—xo £

Unter der Ableitungsfunktion zu einer Funktion f(x) oder einfacher Ableitung einer Funktion f(x)
versteht man eine Formel, mit der man die ersten Ableitungen der Funktion f(x) an allen Stellen zg € I
eines Intervalls I C R berechnen kann:

fl(z) = d /(=) = lim flzte) - f=) (: lim f(a:—s)—f(x))

dax e—0 € e—0 €

Anmerkung: Die Grenzwerte in den Klammern ( f(z minus ) anstatt f(x plus ¢) folgen aus den eingangs
formulierten Voraussetzungen.

Beispiel 15.1: Stetigkeit

Untersuchen Sie diese Funktion auf Stetigkeit:

2 +1 firx <1
fz) = )
—x-(x—3) fiirx > 1

Eine erste Skizze (siehe rechts) begriindet die Vermutung, dass
die gegebene Funktion auf ganz R stetig sein kénnte.

Prifen wir es nach: Abbildung 15.1.: Zur Stetigkeit
1. Die beiden stiickweise definierenden Funktionen sind Polynomfunktionen auf R; Polynomfunktionen
sind stetig.
Also bleibt die Untersuchung an der moglicherweise kritischen Stelle z = 1.
2. f(z) muss bei o = 1 definiert sein. Das ist hier der Fall: f(1) = —1-(1 —3) = 2.
3. Linksseitiger Grenzwert: lim (22 + 1) = 2.

z—1—

4. Rechtsseitiger Grenzwert: lim (—z - (z —3)) = 2.

rz—1+t

Also gilt: lim f(z) = lim f(x) = f(1) =2 — f(x) ist stetig auf ganz R.
z—1- z—1+

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 160

Alle Rechte vorbehalten 15. Grundziige der Differentialrechnung

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



. . . B ipm Technisch
15. Grundziige der Differentialrechnung =%BD Bl voregementoeratune D l ' I Hochschule

Nurnberg

Ubungsaufgabe 15.1: Stetigkeit

a) Untersuche die Funktion f(z) = |z | auf Stetigkeit — 7?7

e fir z €] — 00,0]
b) Uberpriife, ob diese Funktion stetigist: f(z) = ¢ —2? + (z — 1) -In(Jz |+ 1) + /s fiir z € [0,1] —
-1 fur = €]1, 00|

77

8- 16 - <2
¢) Fir welche a € R ist die Funktion stetig: f(z) = { ot v — 77

a?-(z+2) x>2

6.z

Vk-e =~ 0<z <%
d) Fur welche k € N ist die Funktion stetig: f(z) = {kz ¢ =TS% 99
sin“(x) F2z<m
2+ b >1
e) Fir welche Werte von a,b € R ist die folgende Funktion stetig? f(z) = {a v v ; , — 77
5 5
Die nachfolgenden Aufgaben kénnen Sie ohne Kenntnis der Regel von de I’'Hospital vermutlich nicht
16sen.
In(x)
fii 1
f) Untersuche die Funktion auf Stetigkeit (z > 0) : f(z)=<¢ 2z —1 ir o 7 — 77
1 firz=1
cos(z) firx <m
g) Untersuche die folgende Funktion auf Stetigkeit: f(x) = ¢ sin(z) = — 77
ur r > m

Tr—T

Hier geht es zur Musterldsung.

Beispiel 15.2: Erste Ableitung einer Funktion

df(r) da? . (z+¢e)?—2? . 22 +2- 734222
.. . 9. / _ _ _ r=y = =
Beispiel 1: f(z) =z*; f'(z) = e = da ;I_I)% . gl_I}%J .
2.1 2
= limu =lim2-z2+e=2-2
e—0 £ e—0
Beispiel 2: f(x) =sin(x); f/(z) = d f(z) _d sin(z) = lim sin(e + ¢) — sin(z)

dzx dzx e—0 €

sin(z) - cos(e) + cos(z) - sin(e) — sin(x) sin(z) - (cos(e) — 1) + cos() - sin(e)

lim = lim
e—0 £ e—0 &
-1 i
= lim sin(z) - cos(e) =1 + lim cos(z) - sin(e) _ sin(x) - 0 + cos(x) - 1 = cos(x)
e—0 I e—0 &
. . . . cos(e)—1
Bemerkung: Hierbei haben wir Gebrauch gemacht von den Grenzwerten hn% ———— = 0 und
E—> I
lir% w = 1. Diese Rechnung geschieht unter Zuhilfenahme des Satzes von De L’Hospital (sieche weiter
E—> £
unten).
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Ubungsaufgabe 15.2: Ableitungen der Elementarfunktionen

Bestimmen Sie die erste Ableitung von:

Hier geht es zur Musterlésung.

. J

Ubungsaufgabe 15.3: Steigungen der Elementarfunktionen v1

a) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(x) = 42 im Punkt zy = 5. — 77
b) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = 2% im Punkt zo = 4. — ??
(

¢) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = e* im Punkt o = 0 und im Punkt x; = 1. — 77
d) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) =3 +/x im Punkt 2o =1 — 77

e) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = sin(z) im Punkt zo = 0 und im Punkt 27 = 7. — 7?7
f) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(x) = 10” im Punkt 29 = 3. — 77

g) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(x) = In(6) im Punkt zg = 2. — 77

h) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = In(z) im Punkt x9 = 0,1. — 77

Hier geht es zur Musterldsung.

Erlauterung 15.2: Rechenregeln der Differentialrechnung: Linearitat: Summenregel;

Produktregel
Ableiten ist eine lineare mathematische Operation, d.h. es gelten die Regeln:
d d
C Ea'f(l‘)—@‘@f(x) (e €C)
Hierfiir schreibt man oft abgekiirzt (u steht fiir u(z) — f(x)): (a-u) =a-u.
d d d
C a(a~f(x)iﬂ'g(x)):Oé'@f(w)i@“@g(x) (o, 8 €C)
Hierfiir schreibt man oft abgekiirzt: (aruxp-v) =a-u 5 -v.
d d d
¢ (@ 90) = (55 10) @) + 10 1)
Hierfiir schreibt man oft abgekiirzt: (w-v) =v-v4+u-v.
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Beispiel 15.3: Rechenregeln der Differentialrechnung: Linearitat: Summenregel;

Produktregel

5 - sin(x) f'(x) =5-cos(x)
Beispiel 2: f(z) =3-cos(x) —4-e” f'(x) = =3 sin(x) —4-€”
Beispiel 3: f(z) = 42- sm( ) - In(z) u = sin(z) — v’ = cos(x) v=In(z) > v =1
— (42 - sin(z) - In(z ))I =42 (cos(z) - In(x) + sin(z) - /=)

. J

Ubungsaufgabe 15.4: Summen- und Produktregel

Berechnen Sie jeweils die erste Ableitung allgemein und an der Stelle xg:

a) 10- 2% 29=3 — 77

Beispiel 1: f(z)

b) 6-e%; xg =0 — 77

c) —=2-23-30-224+6-2+2; xo=1— 7?7
d)4 x3—60 12—132-2-12; 2o = -1 — 7?
e)2-13—6-224+6-2+2; 19 =—2— 7?7

£) 7+ 75 2% —40-27° + /0,2, xg =25 — 77

g) —512/x +4/5 - 24 4 96 - \/z; o = 16 — ??

h) 20 2% - In(z); 29 =1— 77

i)20-€” -In(z); 2o =2 — 77

j) Yy - 4% - In(z); 2o =1— 77

k) In(5) - logs(x) - €*; 9 = 0,2 — 7?7

1) @45 e /@5 T = 0,25 — ?Vstier gent ea an Lasungsninweisen:
5,5

m) xT -et . \/5; g =— 7?7 Hier geht es zu Lésungshinweisen.

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 15.5: Summen- und Produktregel [OpenAI2024p]

Bilden Sie jeweils die erste Ableitung:
Bestimme die Ableitung von f(z) = 322 + 5z — 4. 77
) =

)

) Bestimme die Ableitung von f(z) = 23 — 222 + 2 — 1. 7?7

c¢) Bestimme die Ableitung von f(z) = (22 + 3)(2? — 1). ??

) Bestimme die Ableitung von f(x) = (2% + 1)(z% — 4x2). ??

) Bestimme die Ableitung von f(z) = 523 — 322 + 22 — 7. 7?7

) Bestimme die Ableitung von f(x) = (z* — 322)(2? +1). ??

) =4x2 —62+9. ?7?

)=0Bx+2)(2z2 -z +1).?

(x — 2z 4+ 1)(23 —|—x—4). ??
—42® +1—8.77

=

- 0o o

g) Bestimme die Ableitung von f(x
h) Bestimme die Ableitung von f(x
i) Bestimme die Ableitung von f(z) =
j) Bestimme die Ableitung von f(z) =

Hier geht es zur Musterldsung.
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Erlduterung 15.3: Rechenregeln der Differentialrechnung: Quotienten- und

Reziprokenregel
Fir die Ableitung des Quotienten zweier Funktionen gilt:
d d
a0 (45 7@) - al0) = @) 5 9lo)
dz g(z) 9%(x)
e . . U uwov—u-v
Hierfiir schreibt man oft abgekiirzt: - =
v v2
e Mit f(z) =1 bzw. u = 1 folgt hieraus unmittelbar die Reziprokenregel:
d
d 1 "4z (z)
dz f(z) [ (z)
1\ —u
Hierfiir schreibt man oft abgekiirzt: <> = .
u u?

7
Q—q z
Beispiel 1: f(z) = — u=z"—u =7 2° v=a'—>v =4-2° > 0? =28
x
/
z’ 7282t —2"-4.23 7.210-4.21° o
—\a) = 8 = 8 =3z
x x x

3

Dieses Ergebnis hitte man natiirlich einfacher haben kénnen: ="/z* =
1

1
Beispiel 2: f(z) = u=1In(z) > u = i u? = In®(z)

In

(2)
- (ln?@) N 11:21{;) - _m-1i2(q:)

Ubungsaufgabe 15.6: Quotienten- und Reziprokenregel

Losen Sie mit Hilfe der Quotientenregel:
a) f(x) =2°/z2 — 77
b) f(x) = In(@)/z? — 77

g) £(z) = 10°/5 - 77
h) f(a:) = 4'$3+6'w2/ln(m) — 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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Erlauterung 15.4: Rechenregeln der Differentialrechnung: Kettenregel

Fir die Ableitung der Hintereinanderausfithrung (= Verkettung) zweier Funktionen f (g(x)) gilt die
Kettenregel:

¢ 1 (6eD) = (55 16@) ) - 4 960

Hierfiir schreibt man oft abgekiirzt: (u(v))l =/ (v) - v'.

Beispiel 15.5: Rechenregeln der Differentialrechnung: Kettenregel

7
.
.
.
X

Beispiel 1: f(z) = *? u=¢e®* s>y =¢€" v=2-z—=v =2 — (eQ'I)/ =e?®.2

Beispiel 2: f(z) = sin(In(z)) u = sin(x) — v’ = cos(x) v=In(z) > v =1

)
- (sin(ln(m))) = cos(In(z)) - % M

T

Ubungsaufgabe 15.7: Kettenregel

Bestimmen Sie jeweils die ersten Ableitungen.
a) f(z) = In(e”) =77
b) f(x) = sin(x?) — ??
c) f(z) = ecs(®) — 77
d) /sin(z) — 77
e) In(ve?) — 77
f) Bestimme die Ableitung von f(z) = (3z + 2)2. ?7?
() = Vba? +4x. 77
h) Bestimme die Ableitung von f(z) = sin(42® + 2x). ??
i) Bestimme die Ableitung von f(z) = ln(?x - 322 +1).?
)=

g) Bestimme die Ableitung von f

j) Bestimme die Ableitung von f(z 2o’ =2 +dz 99

Hier geht es zur Musterldsung.

Ubungsaufgabe 15.8: Kettenregel

|

Hier geht es zur Musterldésung.

Ubungsaufgabe 15.9: Differentialrechnung — gemischte Aufgaben —

Bilden Sie jeweils die Ableitungen:
a) f(x) =2 sin(z?) — 77
b) f(z) = sin(cos(z)) — 77

sin(y)

c) f(x) =% +25 - 2" — e — 77
d7e”
S e
dz
\
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cos(y*)
arctan(y)

d
¢ dz
d* sin(z)
8) —q4

Hier geht es zur Musterldsung.

77

f) f(z) = (*? -sin(z) + %) —
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16. Grundziige der Integralrechnung

Erlauterung 16.1: Grundsitzliches zur Integralrechnung

Eine Funktion F' heifit Stammfunktion von f, wenn gilt:
Fl(z) = f()
Damit gilt fiir das unbestimmte Integral |:

/f(x)~dx:/F'(x)-dx:F(x)+C

mit einer beliebigen Konstanten C' € R.

\.

Beispiel 16.1: Grundsitzliches zur Integralrechnung

d
Wir kennen — 3 = 3 - 22. Liest man dies von rechts nach links, multipliziert es mit d=/3 und integriert

dz
auf beiden Seiten, ergibt sich:
d d d 1 3
/3'm20?$: aﬁ% > x2~dm:/§odx3=%+03

womit wir eine Stammfunktion von f(z) = 2? gefunden haben.

Probe: Die Ableitung der Stammfunktion muss wieder die Ausgangsfunktion ergeben!

d (a3 3.2 9
a(gﬁ-(})— 3 +0=2

Erlduterung 16.2: Unbestimmte Integrale der Elementarfunktionen, Rechenregeln

Nach dem musterhaften Vorgehen des letzten Beispiels 16.1 erhélt man eine erste Tabelle der Stamm-

funktionen:
Funktion Stammfunktion Funktion Stammfunktion
2
flx)=c Je-dz=c-z+C flx)=2x fm~dx:%+0
f@ =2 fardr=T o =% [3-de=m(e)+C
T)=1 " de= oy z) =~ - x—nwac
f(z) =¢€" fe-dz=e"+C f(x) =a” famodzzﬁ—l—C
f(z) =sin(z) [sin(z)-dz = —cos(z) + C f(z) =cos(z) [cos(z)-dz =sin(z) +C

Da das Integrieren — genauso wie das Differenzieren — eine lineare mathematische Operation ist, gilt
auch hier der Linearititssatz:

/(a~f(x)iﬁ-g(w))-dx:a-/f(x)-dxiﬁ-/g(m)-dx a,BeC
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Beispiel 16.2: Unbestimmte Integrale der Elementarfunktionen, Rechenregeln

Beispiel: [(3-e” —12-sin(z))-dz =3 [e”-dz —12- [sin(z) -dz =3 e* 4+ 12 cos(z) + C

Ubungsaufgabe 16.1: Integralaufgaben [OpenAI2024r]

a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z -dax 77

b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [(2-z +3) - dz ??
c) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ 1 -dz ??

d) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ sin®(z) - dz ??

Hier geht es zur Musterldsung.

Erlduterung 16.3: Das bestimmte Integral

Das bestimmte Integral wird u. a. zur Berechnung einer Fliche zwischen einer Funktion f(x), der x-Achse
und zwei Parallelen zur y-Achse an den Stellen x = a und = = b verwendet.

Hauptsatz der Integralrechnung:

Sei f stetig auf [a,b] und F eine Stammfunktion f(x)
von f, dann gilt:
b b
S /f(:c) -de = F(z)| = F(b) - F(o)
a @ a b

Weitere Rechenregeln:

V&

5 5 5 51 5 5
Beispiel 1:/<3~x2)~dx—/3~x2-dx5~/~dfc—x3 —5-In(z)
x x 9 5
2 2 2
=125-8-5- (In(5) — In(2)) ~ 112,42
2 2

1
Beispiel 2:/64~:c*5'dx:64~/x*5‘dx:64~—441;*4
1

1

5 5 5
. . ) 9% 25 22
Beispiel 3: /ln(Z) -2%.dxz =1n(2) - /2 -dz =1n(2) - () 2 =In(2) - <ln(2) - ln(2)> =28
2

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 108
Alle Rechte vorbehalten

16. Grundziige der Integralrechnung

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen

Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



16. Grundziige der Integralrechnung .EBD .. le‘mmemberawng D h m

Technische
Hochschule
Nirnberg

Ubungsaufgabe 16.2: Bestimmte Integrale

Berechnen Sie die nachfolgenden bestimmten Integrale:

3
a) [(-379+10-2* -6 V28 + &) - do =7

b) (_1884'24'3?5—16'W+%)~dx:??
c) [(20-2% —In(8) - 8%) - dz =77
d) [(43+15-22—-20- V&% + &) -do =77

e) [(56- 23 —In(6) - 2°) - dw =77

o N R, PR R N

£) [(6+16-2° —16- V22 + 18) .dz =77
3
2
g) f(16~x371n(7).7l’) cdg =22
1
5
h) [(—489+12-23 — 9Vt + 1) . dz =77

i) [(277+6-22 — 8- Vol 4+ ZF) . do =77

—n P Y/—a v

i) J(63-2* —In(6) - 67) - da =77
1

Hier geht es zur Musterlésung.

\.

Ubungsaufgabe 16.3: Bestimmte und unbestimmte Integrale [OpenAI2024q]

a) Berechnen Sie das bestimmte Integral: fol xdx 77

b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [(2z + 3) dx 7?7
¢) Berechnen Sie das bestimmte Integral: ff ll,dac 7?

d) Berechnen Sie das bestimmte Integral mittels Substitution: fol 2ze”” dx 77
e) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ x cos(z) dx 77

f) Berechnen Sie das bestimmte Integral: foﬂ sin?(x) dz 77

g) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ e?® sin(x) dz ??

h) Berechnen Sie das bestimmte Integral: fOW/Q 22 cos(z) dx 7?

Hier geht es zur Musterlésung.
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Erlauterung 16.4: Integration nach Substitution

Aus der Kettenregel des Ableitens folgt durch Integration beider Seiten die Regel fiir das Integrieren
nach Substitution:

Sei y eine Funktion, die von einer anderen Funktion u(z) abhangt, also y(u(x)) Dann ist die Ableitung
von y nach z gemafl der Kettenregel gegeben durch:

dy dy du

dz  du dz

Unbestimmtes Integrieren beider Seiten nach x ergibt:
dy _ dy du
/@ dm_/(du d:z:) dx
dy dy
dy= [ —-d = [ —-d
o fdy=[Pdu & y=[TLodu

Kochrezept:
1. Substitution wihlen: Wihle eine Substitution u = g(x), die das Integral vereinfacht.

2. Differential ausdriicken: Berechne das Differential du = ¢'(x) - d z.

3. Integral umschreiben: Ersetze x durch v und d z durch %
g

4. Integrieren: Berechne das Integral in der neuen Variable u.

5. Riicksubstitution: Ersetze u wieder durch g(z), um das Ergebnis in der urspriinglichen Variable
z auszudriicken.

Alternative bei der Berechnung bestimmter Integrale:

5. Substitution der Integrationsgrenzen: Ersetze die Integrationsgrenzen a und b durch g(a)
bzw. g(b).

Beispiel 16.4: Beispiele: Integration nach Substitution

Beispiel: [2-z-v22+1-dx
1. Substitution wihlen: u = z2 + 1.

2. Differential ausdriicken: Dann ist % =2-x,alsodx = ﬂ

dzx
3. Integral umschreiben: Ersetze 2 + 1 durch v und 2 - z - d = durch d u:

2~x~\/m2+1~dx=/\/ﬂ~du
4. Integrieren:

/\/a-duz/ul/z-du:g-u%%—C

5. Riicksubstitution: Ersetze u wieder durch z2 + 1:

2
/2~:c~\/1:2+1~d:c=§~(x2+1)3/2+0
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Ubungsaufgabe 16.4: Substitionsverfahren [OpenAI2024s]

a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral mittels Substitution: [2 -z - e dx 77

b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ ze® dz 77
¢) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ cos(z)sin(z) dz ??
d) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z cos(z?)dx ??

: : c =2 g 77
e) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ =" dx 77
f) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ % dx 77

g) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: f @ dx 77

h) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ V1 + 22 dz 7?7
i) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ e* cos(e®) dxz 77

Hier geht es zur Musterldsung.

Erlauterung 16.5: Partielles Integrieren

Aus der Produktregel des Ableitens folgt durch Integration beider Seiten die Regel fiir das partielle
Integrieren:

(w) =dv+uw & /(uv)’ = /(u’v+uv') & uw = /(u’v) +/(uv’) &

/(u’v) =uv — /(uv’)

Ableiten ist ja i. A. deutlich einfacher als integrieren. Der Trick besteht nun darin, die Teilfunktionen u’
und v geschickt auszuwéhlen:

o ' sollte einfach integrierbar sein, da im linken Teilintegral v’ vorkommt;
o v sollte beim Ableiten einen méglichst einfachen Ausdruck ergeben, da ein Integral [ uv’ verbleibt.

Letztendlich ersetzt man die Berechnung des (schwierigen) Integrals [(u/v) durch die Berechnung des
(hoffentlich) einfacheren Integrals [(uv’).

Wahlt man w und v ,falsch herum®, dann wird die Aufgabe schwieriger anstatt einfacher. Somit bedarf
es etwas Erfahrung, um die richtige Auswahl zuzuordnen — diese Erfahrung gewinnt man nur durch
Ubung!

Kochrezept: Erstellen Sie eine Tabelle mit v/ und v (aus Aufgabe ablesen,
rechts in schwarz) und berechnen Sie daraus u und v’ (rechts in rot).

u = u
Setzen Sie dann u, v und v’ in die o.g. Formel fiir das partielle Integrieren o — o —
ein und berechnen das verbleibende (einfachere, wenn Sie es richtig gemacht o L
haben) Integral.

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 171

Alle Rechte vorbehalten 16. Grundziige der Integralrechnung

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



. .. . IDM Technische
16. Grundziige der Integralrechnung HirRBD Bl venacementoeratung D I I l Hochschule

Beispiel 16.5: Beispiele: Partielle Integration

Beispiel 1: [z -In(z)-dz.

v =In(x) v =1/a
5 z? 1 1
/ z -In(z)-dz= % -ln(x)—/ % - — «dx= o) <x2 -In(x) —/x dx>
1 % 1
=—- m2-ln(z)—x— +C=--2*(2-In(z) - 1)+ C
2 2 4
u=x- In(x) -z u' = In(z)
Hier dieses Beispiel mit ,,falscher Wahl“ von «' und v: -
V=2 v =

/x~ln(:c)~d:c:(m~1n(:ﬂ)f:c)~x7/(x-ln(x)fx)odx

Wie man sieht, hat man durch diese ungeschickte (falsche) Wahl nichts gewonnen: Das urspriingliche
Integral [ - In(x) - dz taucht rechts wieder auf!

u=e" u = e”
Beispiel 2: [z-e” - du.
V=2 v =1
/x~e$~dx=ex-x—/ex-1-dxex-x—ex+C:ex-(ﬂc—l)+C
u = 2?/2 =z
Auch hier wieder mit anderer (,falscher®) Wahl von «’ und v: N .
v=e v =e

2 2
/x'exodx:ez~%7/%~ex~dx

Diesmal haben wir durch die ungeschickte (falsche) Wahl nicht nur nichts gewonnen; wir haben die
Sache damit sogar ziemlich verkompliziert!

Fazit: Ubung macht den Meister! Wenn Sie eine gewisse Anzahl solcher Aufgaben gerechnet haben, dann
entwickeln Sie einen ,,Blick“ fiir die zielfithrende Wahl von ' und v.

Ubungsaufgabe 16.5: Partielle Integration [OpenATI2024t]

a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z - cos(z) -dz ?7?
b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ ze® dz 7?

¢) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ x sin(z) da 77

d) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ zIn(z)dz 77

e) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ z2e® dx ??

f) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ x cos(z) dx 77

g) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ z%e® dz 77

h) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ 2 In(z)dz ??

i) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ ze® dx 77

j) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ e**sin(z) -dx ??
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k) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z?-e* -dz ??

Hier geht es zur Musterlésung.

\.

Ubungsaufgabe 16.6: Diverse Aufgaben zur Integralrechnung

Integrieren Sie (C' als Konstante kann ggf. weggelassen werden)!
10
a) [ 2*-dz— 77
-10

b) war-¢-d¢—> ??
0

c) [(rP—2%) -7-do — 77
0

5
d) [a-t-dt — 77

0

e) [z-sin(z) -dz — ??

f) [emarccos(e”) . gin(z) - dy — ??
0

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 16.7: weiteres Training, erzeugt mit [OpenAI2024u]

Den allermeisten wird es derzeit noch an Ubung fehlen, bei den schwierigeren Aufgaben gleich die
Losung zu sehen. Das macht nichts. Einfach schauen, was geht!
a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z dz 77

b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ z? dz ?7?

¢) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ e® dz ??

d) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ sin(z)dz ?7?
e) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ cos(z) dz 77
f) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ ze® dz 7?7

g) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ zsin(z)dz 77
h) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ zIn(z)dz ??
i) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ z%e® dz 77

j) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ x cos(z) dz 77
k) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ z3e® dz ??

1) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ 2 In(x) dz ??

m) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ e® dx 77

n) Berechnen Sie das bestimmte Integral: foﬂm sin?(z) dx 77

0) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ 2®In(z) dx ??

p) Berechnen Sie das bestimmte Integral: fol (3z2 — 2z + 1) dx 77

q) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: f o _:mg dx 77

r) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ ze® dx 77
s) Berechnen Sie das bestimmte Integral: [ 2 sin(z) dz ??

Hier geht es zur Musterlésung.
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17. Kegelschnitte

Erlauterung 17.1: Bedeutung der Kegelschnitte

Zunachst sind Kegelschnitte eine geometrische Betrachtungsweise, bei der sich verschiedene geometrische
Figuren durch Schnitt 17.1 einer Ebene mit einem Doppelkegel/Kegel ergeben.

A
éH

Abbildung 17.1.: Kegelschnitte: (1) liefert die Parabel, (2) Kreis und Ellipse, (3) die Hyperbel
Wozu braucht man die Kegelschnitte?
Klar, in der (darstellenden) Geometrie, damit auch in CAD-Systemen. Sie stellen aber auch haufige
Bewegungsgleichungen dar. So werden Plantenbewegungen durch Ellipsen dargestellt. Geradlinige
Bewegungen sind Extremfélle von Parabeln oder Kreisen, je nach Betrachter. Dies findet z.B. Anwendung
in der Mechanik bei Betrachtungen von Bewegungen, bei denen z.B. eine geradlinige Bewegung durch
eine kreisformige angendhert wird.
Auch in der Optik werden sie verwendet — als Rotationsellipsoid fiir Autoscheinwerfer, als Paraboloid oder
Hyperboloid fiir Spiegelteleskope usw..Kreisprozesse der Thermodynamik wie bei Otto- oder Dieselmotor,
aber auch Kompressoren und Turbinen bewegen sich auf einer Kegeloberfliche. Dazu werden Sie in
Thermomechanik noch vertiefen.
Es konnen folgende Figuren entstehen:

1 3

e ein Punkt, wenn die Schnittebene durch die Spitze geht und der Winkel zwischen Achse und Ebene
grofer als der Offnungswinkel ist

¢ eine Gerade, wenn die Schnittebene durch die Spitze geht und der Winkel zwischen Achse und
Ebene gleich dem Offnungswinkel ist

e zwei sich schneidende Geraden, wenn die Schnittebene durch die Spitze geht und der Winkel
zwischen Achse und Ebene kleiner als der Offnungswinkel ist

o ein Kreis, wenn die Schnittebene senkrecht (orthogonal) auf der Kegelachse steht
« eine Ellipse, wenn der Winkel zwischen Achse und Ebene groBer als der Offnungswinkel ist
o eine Parabel, wenn der Winkel zwischen Achse und Ebene gleich dem Offnungswinkel ist

« eine Hyperbel, wenn der Winkel zwischen Achse und Ebene kleiner als der Offnungswinkel ist
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Erlauterung 17.2: Darstellung der Kegelschnitte

Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte lautet
ar? +bxy+cy’ +dr+ey+ f=0

Die Parameter a, b, ¢ sind im Speziellen nicht alle 0. Falls a = b = ¢ = 0 ist, beschreibt die Gleichung
eine Gerade oder ganz R? .

Ubungsaufgabe 17.1: Kegelschnitte

a) An der Parabel p : y = 422 + 5 sollen Tangenten gelegt werden, die zur Geraden g : 2x +y = 5
normal verlaufen. 77

22 o2
b) Gegeben sind die Ellipse e : =l + &

77

c¢) Eine Sonde umkreist die Erde auf einer elliptischen Flugbahn e : 25622 + 625y = 256 - 625. Sie soll
einen Himmelskérper treffen, der sich auf einer Bahn h : 25622 — 625y% = 256 - 625 befindet. Kénnten
sich die Objekt treffen? 7?7

=1 und die Parabel p : y = 62%2. Haben diese Schnittpunkte?

Hier geht es zur Musterlésung.

Ubungsaufgabe 17.2: Aufgaben zu Kegelschnitten [OpenAI2024v]

a) Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel mit dem Scheitelpunkt bei (0,0) und der Offnung nach
oben. 77

b) Bestimmen Sie die Gleichung der Ellipse mit den Halbachsen a = 5 und b = 3 und dem Zentrum bei
(0,0). 7?

¢) Bestimmen Sie die Gleichung des Kreises mit dem Radius r = 4 und dem Zentrum bei (0, 0). 7?

d) Bestimmen Sie die Gleichung der Hyperbel mit den Asymptoten y = i%x und dem Zentrum bei
(0,0). 7?7

e) Bestimmen Sie den Brennpunkt und die Gleichung der Parabel mit der Gleichung y? = 8z. ??

f) Bestimmen Sie die Gleichung der Ellipse mit den Halbachsen a = 6 und b = 2 und dem Zentrum bei
(1,-3). 77

g) Bestimmen Sie die Brennpunkte der Ellipse mit der Gleichung 923—; + 11’—2 =177

h) Bestimmen Sie die Gleichung der Hyperbel mit den Brennpunkten bei (£5,0) und den Scheitelpunkten
bei (£+3,0). 7?

i) Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel mit dem Scheitelpunkt bei (2, —1) und der Offnung nach
rechts. 77

j) Bestimmen Sie die Gleichung der Ellipse mit den Halbachsen a = 7 und b = 4 und dem Zentrum bei
(2, —2). Bestimmen Sie auch die Brennpunkte. 77

Hier geht es zur Musterlésung.
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Hinweis 17.1: weitere Aufgaben

 https://mo.mathematik.uni-stuttgart.de/aufgaben /K /kegelschnitt.html
« arnulf.bplaced.net/obstufe/7/kegelschnitte.pdf
o https://www.mathe-online.at/lernpfade /Kegelschnitte/
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A. Losungshinweise zu den Ubungsaufgaben

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 2.17¢)

Stellen Sie sich diese Fragen:
¢ Wie lautet der Induktionsanfang? Was ist die kleinste sinnvoll einsetzbare natiirliche Zahl?
e Wie lautet die Induktionsvoraussetzung und wie lautet die Induktionsbehauptung?
o Wie lautet die zu beweisende Gleichung, nachdem Sie die Induktionsvoraussetzung eingesetzt haben?

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 2.18¢)

Stellen Sie sich diese Fragen:
¢ Wie lautet der Induktionsanfang? Was ist die kleinste sinnvoll einsetzbare natiirliche Zahl?
e Wie lautet die Induktionsvoraussetzung und wie lautet die Induktionsbehauptung?
o Wie lautet die zu beweisende Gleichung, nachdem Sie die Induktionsvoraussetzung eingesetzt haben?

e Finden Sie die notwendigen Termumformungen, um die linke in die rechte Seite der zu beweisenden
Gleichung zu tiberfiihren.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 2.19¢)

Stellen Sie sich diese Fragen:

o Wie lautet die Induktionsvariable und die Aussageform, deren Allgemeingiiltigkeit in N>; bewiesen werden
soll?

o Wie lautet der Induktionsanfang? Beweisen Sie diesen.
e Wie lautet die Induktionsvoraussetzung und die Induktionsbehauptung?
o Beweisen Sie den Induktionsschritt.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 2.20¢)
Es gilt das Additionstheorem: cos(z + y) = cos(x) - cos(y) % sin(x) - sin(y).

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 2.21¢)

Verwenden Sie den binomischen Lehrsatz fiir (n + 1)°.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.1¢)

Schreiben Sie die gegebene Zahl als Summe: Ziffer fiir Ziffer, beginnend von rechts nach links, jeweils multipli-
ziert mit der Wertigkeit 1, 10, 100, 1.000, ...

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.2¢)
Rechnen Sie die gegebenen Terme aus.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.3¢)
a mod b:=a—"b-|a=b|; |a—+b| ist das Divisionsergebnis, a mod b ist der Rest.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.4¢)

Dividieren Sie die gegebenen Zahlen fortlaufend solange durch 2, bis sich schliefflich Null ergibt. Die Reste
ergeben (von unten nach oben gelesen) die gewiinschte Zahl im Zweier-System.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.5¢)

Dividieren Sie die gegebenen Zahlen fortlaufend solange durch 3, bis sich schliefflich Null ergibt. Die Reste
ergeben (von unten nach oben gelesen) die gewiinschte Zahl im Dreier-System.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.6¢)

Dividieren Sie die gegebenen Zahlen fortlaufend solange durch 5, bis sich schliefSlich Null ergibt. Die Reste
ergeben (von unten nach oben gelesen) die gewiinschte Zahl im Fiinfer-System.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.7¢)

Dividieren Sie die gegebenen Zahlen fortlaufend solange durch 8, bis sich schliefSlich Null ergibt. Die Reste
ergeben (von unten nach oben gelesen) die gewiinschte Zahl im Oktalsystem.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.8¢)

Dividieren Sie die gegebenen Zahlen fortlaufend solange durch 16, bis sich schliellich Null ergibt. Die Reste
ergeben (von unten nach oben gelesen) die gewiinschte Zahl im Hexadezimalsystem. Beachten Sie dabei, dass
fiir dezimale Werte > 9 lateinische Buchstaben (A, B, ..., F) geschrieben werden.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.9¢)

Multiplizieren Sie die Ziffern einzeln von rechts her mit ihrer jeweiligen Wertigkeit (also 1, 2, 4, 8, 16, ...)
und addieren Sie alle Produkte.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.10¢)

Multiplizieren Sie die Ziffern einzeln von rechts her mit ihrer jeweiligen Wertigkeit (also 1, 3, 9, 27, 81, ...)
und addieren Sie alle Produkte.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.11¢)

Multiplizieren Sie die Ziffern einzeln von rechts her mit ihrer jeweiligen Wertigkeit (also 1, 5, 25, 125, 625,
..) und addieren Sie alle Produkte.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.12¢)

Multiplizieren Sie die Ziffern einzeln von rechts her mit ihrer jeweiligen Wertigkeit (also 1, 8, 64, 512, 4.096,
..) und addieren Sie alle Produkte.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.13¢)

Multiplizieren Sie die Ziffern einzeln von rechts her mit ihrer jeweiligen Wertigkeit (also 1, 16, 256, 4.096,
65.536, ...) und addieren Sie alle Produkte.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.14¢)
Von rechts her Dreier- bzw. Viererpackchen bilden und die Packchen getrennt umwandeln.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.15¢)
Wandeln Sie zunéchst ins Zweiersystem und bilden Sie dann von rechts her Dreier- bzw. Viererpéackchen.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.16¢)
Verwenden Sie die ,,Polynom-Kettenprodukt-Entwicklung®.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.17¢)
In einem b-adischen System mit n Stellen ist die groBte darstellbare Zahl (b — 1), .

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.19¢)
Der Ubertrag erfolgt bei der 1: 14+1=10.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.20¢)
Wann erfolgt jeweis der Ubertrag? — Wenn b die Basis ist, dann gibt b+ 1 = 10.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.21¢)

Von links nach rechts jede Ziffer des Multiplikanden mit den Multiplikator-Ziffern von rechts nach links
multiplizieren (mit Ubertrag); diese Zwischensummen jeweils um eins nach rechts schieben.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.22¢)

Von links nach rechts jede Ziffer des Multiplikanden mit den Multiplikator-Ziffern von rechts nach links
multiplizieren (mit Ubertrag); diese Zwischensummen jeweils um eins nach rechts schieben.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.23¢)

Von links nach rechts jede Ziffer des Multiplikanden mit den Multiplikator-Ziffern von rechts nach links
multiplizieren (mit Ubertrag); diese Zwischensummen jeweils um eins nach rechts schieben.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.24¢)

Von links nach rechts jede Ziffer des Multiplikanden mit den Multiplikator-Ziffern von rechts nach links
multiplizieren (mit Ubertrag); diese Zwischensummen jeweils um eins nach rechts schieben.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 6.25¢)

Von links nach rechts jede Ziffer des Multiplikanden mit den Multiplikator-Ziffern von rechts nach links
multiplizieren (mit Ubertrag); diese Zwischensummen jeweils um eins nach rechts schieben.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 8.4a)

Verwenden Sie die Substitution j = k — 1. ier gent es suriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 8.4b)

Verwenden Sie die Substitution m = 2n + 1. Hier gent es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 8.4c)

Verwenden Sie die Substitution & = j — 7. Hier gent es zuriick zur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 8.4d)

Verwenden Sie die Substitution j = n — k + 1. #ier gent cs surick sur Aufgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 8.4e)

Verwenden Sie die Substitution j = n — k und kombinieren Sie die Ergebnisse. mier gent es surick sur Autgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 15.41)

Hier miissen Sie die Produktregel zweimal anwenden (zwei der drei Faktoren klammern und im ersten Schritt
als ein Faktor betrachten). mier gent es surick sur Autgabe.

Hinweise zur Losungsfindung — Aufgabe 15.4m)

Hier miissen Sie die Produktregel zweimal anwenden (zwei der drei Faktoren klammern und im ersten Schritt
als ein Faktor betrachten). mier gent es surick sur Autgabe.
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B. Losungsvorschlige zu den Ubungsaufgaben
(alle Teilaufgaben)

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 0.1: Ubungsaufgaben

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.1: Addition und Subtraktion (1) v1
a) 16+ (—12)=4
b) (—24) — (~13) = -
(—18) +16 = —2
d) 174 (-14) =3
e) 27— (—12) =39
(=34)+18=-16
g) (—12)—24=-36
h) 18 — (—12) =30
i) (~19) - (~15) = —
j) 124 (—16) = —4
k) (=4)—-7=-11
) (-14) — (=7) = =7

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.2: Addition und Subtraktion (2) v1

a) 246-5-2+3-2-1=1

2

b) 3+4+(=5)+(-2)=0

c) 34+ (—8) —(-5)=0

d) (1+6)—(2+3))+4=6
7—

e) 7T—(-3)—4=6

f) 0—44+7-3+2—-1=11

g) 849-6-3+2=10

h) 15— 74+4—2+3—1=12

i) —2+6—(—4)=38

i) 20+5-3-1+4-2-1=22
k) 12-3+6—-4+5-2+1=15
) 9—(—2)+7=18

m) 25+3-8+2-5+4—1=20
n) 18—54+7—24+6-3—1=20

L J
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o) —10+ (-5)— (-3)=-12

p) 16— (=7)—8=14

q) —12+3—-(-6)=-3

) 3044-7-2+3-1=27
s) 22—-6+8—-3+5—-2+1=25
t) 18 — (=5) — (—9) = 32

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

T

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.3: Multiplikation v1
a) 7-(—4)-(-2) =56

b) (—4)-2-6=—48

¢) 5-(=3)-(=6) =90

d) (=3)-(=4)-(=5) =60
e) (=8)-5-3=-120

f) 12-(=3)-(—4) = 144
g) (—3)-12-(=5) =180
h) 15-(—4)-7 = —420

k) 20-5-(—9) = —900
1) 14-(=5) - (=8) = 560

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.4: Division v1

b) ;

c) 12+ (—-4)=-3
d) (-35)+(-7)=5
e) 21+ (=3)=-7

h) 108+ (—12) = —9

i) (=75)+(~15)=5
) 72+ (—9) = -8

k) (—78)+ (—6) =13
1) (—144) +12 = —12
m) (—128) = (—8) = 16
n) 132+ (—11) = —12

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.5: Teilbarkeitsregeln (1) v1

a) 235+3 — Nein, Quersumme = 10.

b) 5517 +9 — Ja, Quersumme = 18.

c) 35122 +4 — Nein, 22 + 4 geht nicht ohne Rest.

d) 3002+4 — Nein, Endziffern ,,02“ nicht durch 4 teilbar

e) 3111 +3 — Ja. Quersumme = 6 ist durch 3 teilbar

f) 3102+6 — Ja. Um durch 6 teilbar zu sein, miissen 2 Bedingungen erfiillt werden: Teilbarkeit
durch 3 (gegeben, da Quersumme 6 durch 3 teilbar) UND Teilbarkeit durch 2 (gegeben, da gerade Zahl).
g) 3016+38 — Ja, Endziffern ,,016“ sind durch 8 teilbar

h) 3192+7 — Ja, 319-4=315 =31-10=21 =2-2=0 =0/7=0, somit teilbar

i) 441 =63 — Ja, Zu erkennen ist zunéchst, dass 63=7-9 ist. Somit muss 441 sowohl durch 9,

als auch durch 7 teilbar sein, damit es durch 63 geteilt werden kann.
Quersumme ist 9, damit durch 9 teilbar.

44-2=42, somit 6-7, durch 7 teilbar.

Somit durch 9 UND 7 teilbar, somit auch durch 63.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.6: Teilbarkeitsregeln (2) v1

a) Uberpriife, ob die Zahl 425 durch 5 teilbar ist. Ja.
b) Uberpriife, ob die Zahl 625 durch 25 teilbar ist. Ja.
c) Uberpriife, ob die Zahl 784 durch 7 teilbar ist. Ja.
d) Uberpriife, ob die Zahl 864 durch 3 teilbar ist. Ja.
e) Uberpriife, ob die Zahl 738 durch 6 teilbar ist. Ja.
f) Uberpriife, ob die Zahl 312 durch 4 teilbar ist. Ja.
g) Uberpriife, ob die Zahl 572 durch 2 teilbar ist. Ja.
h) Uberpriife, ob die Zahl 243 durch 9 teilbar ist. Ja.
i) Uberpriife, ob die Zahl 876 durch 4 teilbar ist. Ja.
j) Uberpriife, ob die Zahl 542 durch 6 teilbar ist. Nein.
k) Uberpriife, ob die Zahl 285 durch 3 teilbar ist. Ja.
1) Uberpriife, ob die Zahl 150 durch 2 teilbar ist. Ja.
m) Uberpriife, ob die Zahl 672 durch 5 teilbar ist. Nein.

) Uberpriife, ob die Zahl 462 durch 9 teilbar ist. Nein.
o) Uberpriife, ob die Zahl 840 durch 4 teilbar ist. Ja.
p) Uberpriife, ob die Zahl 189 durch 2 teilbar ist. Nein.
q) Uberpriife, ob die Zahl 936 durch 3 teilbar ist. Ja.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

n

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.7: Die Zahl Null v1

a) Keine Primzahl, da man nicht durch 1 teilen kann

Falsch
b) Ist eine Primzahl, da durch Null teilbar
Falsch
c¢) Ist eine Primzahl, da eine natiirliche Zahl
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Falsch
d) Keine Primzahl, da man nicht durch Null teilen darf
Falsch
Hier goht os zuriick zur Aufgabe.
Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.8: Primzahlen v1
a) 221 Nein: 221 =13-17
b) 247 Nein: 247 =13-19
c) 331 Ja
d) 439 Ja
e) 473 Nein: 473 =11 -43
f) 569 Ja
g) 588 Nein: 588 =2-2-3-7-7
h) 637 Nein: 637=7-7-13
i) 653 Ja
j) 739 Ja
k) 787 Ja
1) 879  Nein: 879 = 3-293
m) 883 Ja
n) 893 Nein: 893 = 19 - 47
o) 941 Ja
p) 961 Nein: 961 = 31 - 31
Hier geht es suriick sur Aunfgabe.
Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.9: Faktorisieren v1
a) 108537 3-112-13-23
b) 170170 2.5.7-11-13-17
c) 181203 3-11-172-19
d) 339.570 2.32.5-73.11
e) 341.887 7-132.172
f) 456.533 73113
g) 485.100 22.32.52.72.11
h) 582.750 2.32.5%.7.37
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.10: ggT und kgV v1
a) 9;21 ggT =3 kgV = 63
b) 8§;12 geT =4 kgV =24
c) 13;26 ggT =13 kgV = 26
d) 32;12 geT =4 kgV = 96
e) 16;64 geT =16 kgV = 64
f) 8;12 geT =4 kgV = 24
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g) 57 ggT =1 kgV = 35

h) 121;77 geT =11 kgV =11-11-7 = 847
i) 256;1024  ggT =256  kgV = 1024

j) 42,77 geT =7 kgV=6-7-11 = 462

k) 81,49 ggT=1 kegV=9.9-7-7=3969
1) 342,63 geT=9 kgV=19.2.9.7=2394

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.11: Teilbarkeitsregeln (3) v1
a) Ermittle eine zweistellige Zahl, die sowohl durch 7 als auch durch 11 teilbar ist.
7
b) Ermittle eine zweistellige Zahl, die sowohl durch 18 als auch durch 27 teilbar ist.
kgV(18;27) = 54.
c) Ermittle eine zweistellige Zahl, die sowohl durch 9 als auch durch 16 teilbar ist.
kgV(9;16) = 144 — Eine solche Zahl gibt es nicht.
d) Ermittle eine zweistellige Zahl, die sowohl durch 16 als auch durch 24 teilbar ist.
48 oder 96.
e) Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sowohl durch 14, 21 und 28 teilbar ist.
kgV(14;21;28) = 84.
f) Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sowohl durch 20, 25 und 30 teilbar ist.
kgV(20;25; 30) = 300.
g) Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sowohl durch 12, 15 und 18 teilbar ist.
kgV(12;15;18 = 180).
h) Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sowohl durch 22, 33 und 44 teilbar ist.
kgV(22;33;44) = 132.
i) Finde eine dreistellige Zahl, die sowohl durch 6 als auch durch 9 teilbar ist.

Die kleinste dreistellige Zahl ist 100. Wir rechnen: 100 =+ kgV(6;9) = 100 + 18 ~ 5,6 aufgerundet 6. Also
ist 18 - 6 = 108 die kleinstmogliche Losung.

Analog kénnen wir die groftmogliche Losung bestimmen: 100018 & 55,6 abgerundet 55 — 18-55 = 990.
j) Bestimme eine vierstellige Zahl, die durch 8 teilbar ist, aber nicht durch 10.

1000 + 8 = 125; 125 ist durch 5 teilbar, damit ist 8 - 125 durch 10 teilbar. Wir nehmen 126 - 8 = 1 008.
Analog fiir die groffitmogliche Zahl: 9999 + 8 &~ 1249,9 — 1249 - 8 = 9992.

k) Finde eine dreistellige Zahl, die sowohl durch 7 als auch durch 13 teilbar ist.

kgV(7;13) = 91 — 182...910.

1) Bestimme eine vierstellige Zahl, die durch 11 teilbar ist, aber nicht durch 9.

1000 + 11 ~ 90,9 — 91 ist nicht durch 9 teilbar — 91 - 11 = 1001...9 988.

m) Finde eine dreistellige Zahl, die sowohl durch 12 als auch durch 18 teilbar ist.

108...972.

n) Bestimme eine vierstellige Zahl, die durch 13 teilbar ist, aber nicht durch 15.

1001...9997.

o) Finde eine dreistellige Zahl, die sowohl durch 15 als auch durch 20 teilbar ist.
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kgV(15;20) = 84.
p) Bestimme eine vierstellige Zahl, die durch 14 teilbar ist, aber nicht durch 16.
1008...9996.

Quelle: https://chat.openai.con/; Abruf 2023-06-09
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.12: Tischplatte v1
a) Welche Seitenldnge muss ein solches Pléttchen haben?
geT (92cm; 68cm;) = 4cm
—— ——

423 4.17
Die Plattchen miissen eine Seitenldnge von 4 cm haben.

b) Wie viele brauchen Sie davon?
23 - 17 = 391 Sie benotigen 391 Plittchen.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.13: Neubau v1
a) Wie hoch kann man eine Stufe hochstens machen?
geT (255 cm; 289 cm;) = 17cm
—— ——

17-15 17-17
Die Stufen diurfen hochstens 17 cm hoch sein.
b) Wie viele Stufen sind es dann im Keller?

289 cm +~ 17cm = 17
Im Keller sind 17 Stufen.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.14: Punktrechnung vor Strichrechnung v1
a) 5-4-3-2=14
b) 10+4+2-3=16
c) 12.2—-8+4=22
d) 24-2—-12+3=44
e) 2+3—-4-2=-3
f) 5.4—-3+24+6=245
g) 8—3-244=6
h) 100+4+2-3-2=6
i) 12.2-8+4+2=18
j) 15—6+2+3-4=24
k) 20+4+2-3-2=16
1) 24+3-2+4+4-2=14
m) 10-4+2+3-2=14
n 7-3-2+4-3-2.-8412+3=1
0) 24+3—-4-2+5-3—-6-2+7-4—-8-3+9.-2=22
p) 5:4—3+24+6-3—-7-24+8-4—9-34+10-2=47,5
q 8—3:-244-3-5-24+6-4—-7-3+9-2—-10-4=-15

r) 10+4+2-3-245-3—-6-247-4—8-34+9-2—-10-4=-9

s) 12.2—-844+2-5-346-2—7-4+9-3—-10-2+11-4=238
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Quelle: https://chat.openai.con/; Abruf 2023-06-10
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.15: Klammern verindern die
Berechnungs-Reihenfolge v1

a) 8—3-(442)=—10
b) 15— (6+2)-3=—9

g) (2+3)-(4+2)—8=22
h) 5-(6—2)+8+4=22
i) 7+2-(5—3)-4=23

i) (20—8)-2+12+3=28
k) 8+4-(6—3)+2=28
1) (10—6)-(4+2)+8=32

m) 12—4+(2-3)+5-2:21%

n) 15+3+4-(6-2)=21

0) 2—-3-(2+1)-3-10-(4—14)=+4=0

) 5-3)-[{3—-2-2}-3-2+3-2] =2

q) 2— ((6+4)—5 (2-3)-5+2-3)=3

1) (2-8)+(5-2)-3+8)-4-7=1

(6-9)+ (9 6) + (9—6)‘(6—9)=

(6-9)+[(9-6)+(9-6)] (6-9 =9

u) 24+3-(4-5+6— 8) (—8)(— )

v) 4—2-(=3-(56-4)-(-4)-(-1)) + ( —(7T—2)=4—-2-(+12)+ (-5)- (5) =4+24—-25=3
w) 4—2-(=3-5—-4-(-4)- (-1))+(2-7)(7-2)=4—-2-(-15-16) + (-5) - (5) =4+ 62 — 25 = 41

Beachten Sie, dass nur eine (!) Klammer gegeniiber zuvor fehlt.

T

wn

-+

)
)
)

Quelle: Vgl. [[Ross23]] S. 11 und https://chat.openai.con/ Abruf 2023-06-10
eigene Berechnungen
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.16: Potenzen v1

a) 32=9

b) 5% =125

c) 28 = 256

d) 10% = 1000

e) 122 =144

f) 3,142 = 9,8596

g) 12,5% = 24.414,0625
h) 42,1253 = 74.751,470703 125

L J
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i) 67 =279.936
i) 7,54 = 3.164,0625

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.17: Potenz- vor Punkt- vor Strichrechnung v1
a) 24+ (4—-2-(32-2%)) +4=0
b) (2+2)3)2—4t=(42)2-44=4"—4t=0
c) (23)3+7/3 = 23:3+31/s = 2(041) = 210 = 1024
d) 2+3-45=2+3-1024 =2+ 3072 = 3074
3.45

e) 7
1024

f) 342 .20 634> .64—6=3+3-6=0

-3=0

64 64
13 26 —4 (1+3) 26—4 (14 3) 64) — 4
7 7 7 7 7
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.18: Gemischte Potenzaufgaben (1) v1
a) 62+9—-(32-2)+5+32-22.3+4=0
b) 32 -224+(-2)2-32-(=-3)3-33=0
) 22 24— (—2)2-23 - (-2)5-23=0
) 2832+ ((2+43)2—(22+3%)) —22=2
e) 2557-43 + (—7) = 2557 -7+ (—43) =1
f) -54+2-2-54+(-5+2)-(2-5)=3
g) 2—42+(—-4)2+4-2—(-4)-(-2) =2
h) (1-(=2)—3-(-4)+5-(=6)) = (-10) =

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

o o

Lﬁsungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.19: Gemischte Potenzaufgaben (2) v1
a) (3-( 52) - [{7-6-5-8}-3-3-2] =0
b) 2- (- ) 4 ( 5)+(—4%(—2)+%3)—(5)=4
) (-3 1) (-8 + (~4) =2
d) 8- 42—(— D( 6) =
e) ((56+ 85)+% (=9) + (= )=
£ (((7 +4) (—3)% —4) = (=3) = 3
9-8—-7-6—-5-4-3-2=4
h) ((2—-20+4)+(-7)=5)-(-2)=6
i) 33+(-3)3-25+-(-2)°=1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

o

g)
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.20: Wurzeln (1) v1

a) ¥/—27=-3
b) V16=+/-2
¢) ¥—32=-2

¥361=+/—-19

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.21: Wurzeln (2) vl
a) V45~ 3,556893
) V10 ~ 2,15443469003188
) V20 &~ 2,11474252688113
) V8=~2,0
e) v9=3,0
f) /5~ 2,92401773821287
g) V11 =~ 1,24357522791237
h) 2*%/1,1~1,00026115787607
i) /5,5~ 1,15264850358049
j) V2~ 1,02337389199677

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

ﬁﬂﬂw

(¢

S5

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.22: Logarithmen (1) v1
a) log;p10=1
b) logy(8) =3
c) 1d(32) =5
d) In(e) =
¢) logyo(1 > 0
f) logy(4*) =8
g) logs(1/s) =logs(1) —logs(9) =0 — 2= -2
h) In(Y/e) = -1
i) 1d(32-256) =1d(32) +1d(256) =5+ 8 = 13
j) Wd(z-4) =1d(z) +2

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.23: Logarithmen (2) v1

a) 26 =64 — log, 64 =6
b) 33 =27 — logs 27 =3
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c) 4% = 256 s log, 256 = 4

d) 9°=1 — logg1 =0

e) 81 =38 —logg8=1

f) 371 =1/3 — logg /3= —1

¢) 1073 = 0,001 — logy 0,001 = —3
h) 27° =1/32 — log, 1/32 = =5

i) 36%° =6 — logsg 6 = 1/2

j) 24392 =3 — logyu33=1/5

Quelle: http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf; Abruf 2023-05-18
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.24: Logarithmen (3) vi1

a) logs81 =4 — 31 =81
b) log, 64 =3 — 43 =64
c) logg36 =2 — 6% =36
d) log, 64 =6 — 26 = 64
e) logg1=0 -8 =1

f) logs5=1 —5t=5

g) logs9 =2 —32=9

h) log; 49 = 2 72 = 49
i) logg3=10,5 —9%5 =3
j) logg, 2 =1/6 — 646 =2

Quelle: http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf; Abruf 18-MAI-2023
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.25: Logarithmen (4) v1

a) log,8 = — 3 denn 23 =8

b) log,, 100 = — 2 denn 10% = 100

c) logs 81 = — 4 denn 3* = 81

d) log52—15: — =2 denn5_2=5l2:%

e) loggl= — 0 denn 6° =1

f) log, V16 = — % denn 2= V2'=V16

g) log, 16 = —4

h) logs 27 = 3

i) log, 10000 = 4

j) logyn0,1 = — -1

k) log;o0,001 = ~ -3

1) logs0,2 = — -1

m) log, 0,5 = — -1

n) log,0,125 = )

0) logg1/27r = — =3
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p) log,1/256 = — =8

Quelle: a) .. f): https://mathe.aufgabenfuchs.de/potenz/logarithmus.shtml; Abruf 18-MAI-2023
Quelle: g) .. p): http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf; Abruf 18-MAI-2023
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.26: Gemischte Aufgaben v1
a) 2-1d(1024) —8 =12

eln(Tr) T
33lgss™ 1
2% . 85
—_— 1’1/8:_._:1
951 ° 58
S 1
d) 7r—|—ln:—ﬂ— +7:ﬂ'—|—lne5—lne”—¥=7T—|—5—7r—§5=7r—|—5—7r—5:0

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.27: Rechnen mit Logarithmen v1

a) Bestimme log;,(100). log;(100) = 2

Erklirung: 10% = 100

b) Bestimme log,(16). log,(16) =4
Erklarung: 24 = 16

c) Bestimme log;(27). logs(27) = 3
Erklirung: 3% = 27

d) Bestimme log(125). logs(125) =3
Erklarung: 5% = 125

e) Bestimme log,(32). log,(32) =5
Erklirung: 25 = 32

f) Bestimme log,,(1000). log,,(1000) = 3
Erklirung: 10® = 1000

g) Bestimme log,(64). log,(64) =3
Erklirung: 4% = 64

h) Bestimme log,(8). log,(8) =3
Erklirung: 22 =8

i) Bestimme log;o(1). log;(1) =0
Erklirung: 100 =1

j) Bestimme log,(49). log,(49) = 2

Erklirung: 72 = 49

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.28: Textbeispiele aus der Umformung v1

Quelle: nach [OpenAI2024e]
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a) Ein Stahlblock wird von 7m auf 140 m zu einer Schiene gewalzt. Wie sind die Umformgrade in der
Lénge und im mittleren Querschnitt?

Lange: ¢, =In(140/7) = In(20)

Querschnitt im Mittel:  wegen Xy = 0 folgt ¢g = —In(20)

b) Eine Bramme wird in einer Walzanlage iiber 24 Stufen von 80 cm auf 20 cm reduziert. Es findet
keine Breitung statt. Wie sind die Umformgrade in Lénge, Breite und Hohe, wie viel langer ist das
Stiick nach dem Walzen?

Hohe:  h, =1/4h, ¢p = —In(4)

Breite: b, =b, ¢, =1In(l)=0

Lénge: wg. Volumenkonstanz: [,, = 4L, ¢; =In(4)

¢) Ein Alu-Blech wird in 54 Schritten von 50 mm auf 0,05 mm heruntergewalzt. Breitung wird vernach-
lassigt. Es wird mit 1m/s eingezogen. Wie schnell kommt es heraus? Berechnen Sie die Umformgrade.
Hohe:  h, =1/1000h, ¢, = —In(1000)

Breite: b, =b, ¢, =1In(l)=0

Lange: wg. Volumenkonstanz: [,, = 1000, ¢; = in(1000)

Geschwindigkeit: aus Volumenkonstanz folgt Volumenstromkonstanz: V;, = 1000V, = 1000 m/s

d) Ein Alu-Block wird in einem Schritten zum Profil eines FuBlballtores strangepresst. Der Durchmesser
des Blocks sind 270 mm. Die Querschnittsfliche des Profils betriigt ca. 573 mm?2.

Er wird mit 1 m/s Vorschub eingepresst. Wie schnell kommt es heraus? Berechnen Sie die Umformgrade.
Querschnitt Block: @, = 57255,5mm? ~ 57300 mm?

Querschnitt Profil: @, = 573 mm?

Umformgrad Querschnitt: ¢, = —In(100)

Linge: wg. Volumenkonstanz: I,, = 100l, ¢; = In(100)

Geschwindigkeit: aus Volumenkonstanz folgt Volumenstromkonstanz: V,, = 100V, = 100m/s

e) Fiir einen Werkstoff ist als maximaler Umformgrad 1 angegeben. Danach muss er zwischengegliiht
werden, um wieder umformbar zu sein.

Sie wollen einen Stab auf die 6-fache Lange ziehen. Sie beginnen im geglithten Zustand. Wie oft miissen
Sie zwischenglithen?

¢ = In(6) ~ 1,79 daraus folgt, dass Sie einmal Zwischenglithen miissen.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.29: Variable v1
a) —(—z)—2zx+x=0
b) z-23 + 2222% — 5zt = —224
) (=2)(=y) =zy
) (ab)(c+d _ a[bc+bd]
e) (
f) (em@®) —242). g4 a3 =(22—-222) z+a3=—2® 2423 =—23+23=0

o

(oW

a+b)?=a?+2ab+?

g) (z—y)° — 9%+ 2y =22 —2zy+y> — y® + 20y = 22

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.30: Terme v2
Gegeben sind die Terme Th =2+ 7, 1o =4- 2 — 1,13 =8 - y+5, Ty = -2 -2z —3 -y + 25.
Fassen Sie so weit wie moglich zusammen:

a) T\ —To+T5=(247)—(4-2—1)+(8-y+5)=9—dz+1+8y+5=[—dz + 8y + 15
—— Y Y——

T T> T3
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b) —To+Ty=—(4-z—1)+(-2-2—3-y+25) = —6z —3y+26
———
T2 T4
¢) o+Ts—Ty=(4-z—1)+8-y+5)—(-2-2—3-y+25) =62+ 11y — 21
—_——— ——
T> Ts Ty

d) T+ T+T3+Ty=2+7)+@l z2—1)+8 y+5)+(-2-2—-3-y+25) =
—_— Y Y

T1 T2 T3 T4
24 7+4x—148y+5+(—2x—3y+25) = 9+4x—1+8y+5—22—3y+25 = 4z —2x+8y—3y+9—1+25 =

2z 4+ 5y + 38

e Ti - Tod+ Ty Tu=(2+7) (42 —1)+(8-y+5)- (=2 -2 —3-y+25) =
—— — Y
T Ts T3 Ty

Zuerst losen wir den Term T3 auf:
9-(4x—1)+ By +5) - (—2x — 3y + 25)

Multiplizieren wir die Terme aus:
9-42—-9-14+ (8y) - (—2x)+ (8y) - (—3y)+ 8y)-25+5-(—2z)+5-(—3y)+5-25
=362 — 9 — 162y — 24y + 200y — 10z — 15y + 125

Nun fassen wir dhnliche Terme zusammen:

(36x — 10z) + (—16zy) + (—24y°) + (200y — 15y) + (=9 + 125)

= |26 — 162y — 24y” + 185y + 116

Das ist die vereinfachte Losung des Ausdrucks.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.31: Rechnen mit Termen (1) v1

a) Vereinfache den Term: 3z +4x—2x+5. 3z +40—2x+5=52x+5

Erkldrung: Die Terme mit x werden zusammengefasst: 3x + 4x — 2z = 5.

b) Berechne den Term fiir x = 2: 222 + 32z — 5. 222 + 32 — 5 fiir v = 2:
2(2)+3(2) —5=2(4)+6-5=8+6—-5=9.

c) Vereinfache den Term: 5a — 3b+2a+ 7b. 5a — 3b+ 2a + 7b = Ta + 4b

Erklarung: Die Terme mit a und b werden jeweils zusammengefasst: 5a 4+ 2a = 7a, —3b 4 7b = 4b.
d) Multipliziere aus: (z+2)(z —3). (z+2)(z—3)=2? -3z +22—-6=2>—-1—6
Erklarung: Multipliziere die Terme aus und fasse dann zusammen.

e) Faktorisieren Sie den Term: 22 —9. 22 —-9=(z —3)- (v +3)

Erklirung: Dies ist eine binomische Formel (a? — b? = (a — b) - (a + b)).

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.32: Rechnen mit Termen (2) v1

a) —(—z)—2z+z=0
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b) (~a)(~9) =y
c) V25-v9-v4=0

d) (s+t)(s+t)+(s—t)(s—t)+2(s+1t)(s—t) = 4s?

e) (2s—3t)(3s —2t) —6(s —t)(s+1t) —12t(t —s) +st=0
f) (a=B)a+p)+p= o?

g) 64x'%y + 128z1ty — 320109 = 32210y(22% + 42 — 1)

h) 2cos(a) cos(b) + cos(a)? + cos(b)? =

(Gedanklicher) Zwischenschritt: Definiere x := cos(a);y := cos(b)

Substitution
<

2 cos(a) cos(b) + cos(a)? + cos(v)? 2ry + z2 + 9% = (z + y)?

Re-Substitution (COS(a) + COS(b))2

1
cosh(In(e?)) - sin(e¥)
Immer den Uberblick behalten!

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

i) In(1) - |cosh(In(e¥)) - sin(e™¥) + = 0,daln(l)=0

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 1.33: Zins und Zinseszins v1
a) Ein Anleger investiert 1.000 Euro zu einem Zinssatz von 5% pro Jahr. Wie hoch ist das Kapital
nach 3 Jahren bei jahrlicher Verzinsung?
Das Kapital nach 3 Jahren betréigt: K = 1000 - (1+ 135)° = 1000 - 1157625 = 1157, 63 Euro
b) Ein Betrag von 5.000 Euro wird fiir 4 Jahre zu einem Zinssatz von 3% pro Jahr angelegt. Wie hoch
ist das Endkapital?
Das Endkapital nach 4 Jahren betrégt: K = 5000 - (1 + %)4 = 5000 - 1.125509 = 5627, 54 Euro

c¢) Ein Kredit von 10.000 Euro wird mit 7% verzinst. Wie viel Zinsen fallen nach 2 Jahren an?
Die Zinsen betragen: Z = 10000 - 100 -2 = 1400 Euro

d) Ein Betrag von 8.000 Euro wird fiir 5 Jahre bei einem Zinssatz von 4% pro Jahr angelegt. Berechne
das Endkapital bei jédhrlicher Verzinsung.
Das Endkapital betréigt: K = 8000 - (1 + 2:)° = 8000 - 1.216653 = 9733, 22 Euro

e) Ein Anleger mochte nach 6 Jahren 15.000 Euro erhalten. Zu welchem Zinssatz muss er einen Betrag
von 12.000 Euro anlegen?

15000 = 12000 - (1+ 155)°; (14 55) = ¢/13990 ~ 1,03789 r = 3, 79%

f) Ein Kredit iiber 20.000 Euro wird mit 5% verzinst. Wie hoch ist das Kapital nach 3 Jahren bei
Zinseszinsberechnung?

Das Kapital nach 3 Jahren betréigt: K = 20000 - (1 + 135)° = 20000 - 1.157625 = 23152, 50 Euro

¢) Ein Anleger investiert 15.000 Euro fir 7 Jahre zu einem Zinssatz von 4%. Wie hoch ist der Zinsertrag
nach 7 Jahren? .
Der Zinsertrag betriigt: Z = 15000- ((1 + 155) — 1) = 15000-(1,31593177923584—1) = 4.738,98 Euro

h) Ein Betrag von 25.000 Euro wird fiir 8 Jahre zu einem Zinssatz von 3% angelegt. Welcher Betrag
muss nach 8 Jahren zuriickgezahlt werden?

Der Riickzahlungsbetrag betrigt: K = 25000 - (1 + 1—30)8 = 25000 - 1.26677 = 31669, 25 Euro

i) Ein Darlehen von 30.000 Euro wird fiir 5 Jahre zu 6% verzinst. Wie hoch ist der Endbetrag bei
jéhrlicher Verzinsung?

Der Endbetrag betrigt: K = 30000 - (1 + %)5 = 30000 - 1.338225 = 40146, 75 Euro

j) Ein Investor legt 50.000 Euro fiir 10 Jahre zu einem Zinssatz von 4% pro Jahr an. Wie hoch ist das
Kapital nach 10 Jahren?
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Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Das Kapital betrdagt: K = 50000 - (1 + 1;30)10 = 50000 - 1.48024 = 74012, 00 Euro

a) Prost!

b) Wie viel Uhr ist es?

c) Gustav liebt Hilda.

d) 510+ 22

e) Morgen ist Sonntag.

f) Mach doch bitte die Tiir hinter Dir zu.
g) Mein Name ist Hase.

h) Zu FuB ist es weiter als iiber den Berg.
i) Gute Nacht, Freunde!

j) Es gibt keine gerade Primzahl.

k) Wie spét ist es?

1) Das Auto ist 3 Jahre alt.

m) Alle Menschen sind verheiratet.

n) 5+4=09.

) Das Regal wiegt 80 kg.

=)

p) Nachts ist es kélter als drauBen.
q) Alle Tappel sind Deppel.
r) 54+7+8+9+10.

s) Morgen wird die Sonne wieder scheinen.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.1: Logische Aussagen v1

Welche der folgenden sprachlichen Sétze sind Aussagen?

— Nein.

— Nein (Frage).
— Ja.

— Nein.

— Nein.®

— Nein (Aufforderung).
— Ja.

— Nein.

— Nein.

— Ja.

— Nein (Frage).
— Ja.

— Ja.

— Ja.

— Ja.

— Nein.

— Ja.

— Nein.

— Nein (Aussageform).

a) Paris ist eine Hauptstadt.

b) Alle Primzahlen sind gerade.
¢) 1970 ist eine ganze Zahl.

d) 10 > 100.

e) 6< .

f) V7 =3.

g) Berlin liegt in Bayern.

h) Frankfurt liegt am Rhein.

i) Alle Menschen sind gesund.

j) Alle Rechtecke sind Parallelogramme.

1) Briissel ist die Hauptstadt von Belgien.

m) Manche Menschen sind grofier als andere.

k) Die Quadratur des Kreises ist mit Zirkel und Lineal méglich.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.2: Wahrheitsgehalt logischer Aussagen v1

— Wahr.
— Falsch.
— Walhr.
— Falsch.
— Falsch.
— Falsch
— Falsch.
— Falsch.
— Falsch.
— Wahr.
— Falsch.
— Wabhr.
— Walhr.

“Formal: Aussageform, da ,Morgen“ eine Variable ist; dies wird aber haufig falschlich als Aussage bezeichnet.
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n) Der Februar hat mehr Tage als der Januar. — Falsch.
0) 5+ 74 8=20. — Wabhr.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

a) X ist eine Hauptstadt.

b) Z hat mehr Tage als der Februar.
c) A ist eine Primzahl.

d) Y ist eine ganze Zahl.

e) Z liegt am Rhein.

f) D ist die Hauptstadt von Italien.
g) « ist kleiner als 25.

h) V war deutscher Bundeskanzler.
i) X und Y sind Module im ersten Semester.
j) X ist doppelt so grofi wie Y.

k) a ist durch z teilbar.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.3: Aussageformen v1

Dies sind Beispiele — bei einigen Teilaufgaben sind viele andere Lésungen moglich.

1) Wenn eine Zahl durch a - b teilbar ist, dann ist sie auch durch a und b teilbar.

— X=Berlin.

— Z=Januar.

— A=13.

— Y=42.

— Z=Koln.

— D=Rom.

— x=24.

— V=Willy Brandt.
— X=Mathematik, Y=Physik.
— X=84, Y=42.

— a=15, x=3.

— a=7, b=11.

a) Tautologien sind Tautologien.

c) a+b=b+a.

e) Wenn es regnet, dann regnet es.

f) V4=2.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.4: Tautologien (1) v1
b) Wenn z eine Primzahl ist, dann ist  nicht durch 2 teilbar.

d) Wenn der Hahn kriht auf dem Mist, dndert sich das Wetter — oder es bleibt, wie es ist.

g) Wenn eine Zahl durch a - b teilbar ist, dann ist sie auch durch a und b teilbar.

— Ja.
— Nein: x = 2 ist prim.

— Ja (Kommutativgesetz).

— Ja.
— Ja.
— Nein: +2.

— Ja.

h) Heute ist Montag oder ein anderer Wochentag. — Ja.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.5: Kontradiktionen v1
a) Apfel sind Birnen. — Ja.
b) Apfel sind Rosengewiichse. — Nein. Apfel sind tatsiichlich Rosengewéchse.
c) Granatépfel sind Apfel. — Ja. Der Granatapfel zihlt nicht zu den Apfeln.

d) Ich bin ein Gelbfuf} - Gelbfife liigen immer.
— Ja.

e) Ich bin ein Schwarzfufl - Schwarzfiifle sagen immer die Wahrheit.
— Nein.
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f) 1ist 0. — Ja.
g) Wahr ist Falsch. — Ja.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.6: Korrekte Syntax v1
a) (CA(A-B))
— Syntaktisch nicht korrekt, weil (A—B) keine Formel ist.
b) (((ﬂA) VB)A((CAA)V(CV D)))
— Ist eine syntaktisch korrekte Formel tiber A, B, C' und D, nicht aber iiber A, B und C, weil D
nicht definiert war.
¢) ((ﬂ((ﬁB) v (ﬁB))) A ((ﬁ Cv A)))
— Syntaktisch nicht korrekt, weil eine abschlieSende Klammer fehlt..
d) (-(AvBVC)) Syntaktisch korrekt.
e) ((AVBVC))A((AVBVC)) Syntaktisch korrekt.
f) (=(AV (=B)V (=C))) A (((m4) v BV C)) Syntaktisch korrekt.

g) (=(AV (=B)V (=C))) A (((=A) vV EVC)) Syntaktisch korrekt iiber A, B,C, aber nicht iiber E,
weil E nicht definiert war.

h) (=(AV (=B)V (=0))) ++ ((mA) VBV C)) Syntaktisch korrekt, jedoch mathematisch falsch.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.7: Aussagenlogische Formeln v1

a) AVB
— Wahr.
b) AAB
— Falsch.
c) (RA)vB
— Wahr.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.8: Formalisieren sprachlicher Aussagen v1
Wir definieren die Aussagen:

A= _Ein hartgekochtes Ei wird mit kaltem Wasser abgeschreckt.“
B= ,Die Schale klebt am Eiweif3.
C= ,Das Ei lésst sich gut schélen.

Damit erhalten wir die Formalisierung;:

(~A) = (B A (=C)) = (= (=4)) V (B A (=C))

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.9: Wahrheitstafel v1
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A B C | (BAC) AAN(BAC)| (AAB) (ANC) (AAB)A(ANC)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0o 1 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 0
1 1 1 1 1 1 1 1

Linke und rechte Seite der Aquivalenz sind gleich und alle Fille sind erfasst — Die Aussage ist eine
Tautologie.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.10: Tautologien (2) v1

Quelle: http://waw.nanzu.de/skripte/logik/Tautologie.htnl; Abruf 07-MAT-2023

a) AV(AANB) — A

— Ja: http://www.namzu.de/skripte/logik/Tautologie.html Aufgabe 1
b) AN((mA)VB) — AAB

— Ja: http://www.namzu.de/skripte/logik/Tautologie.html Aufgabe 4
c) (ANB)V(ANC) — AAN(BVC)

— Ja: http://www.namzu.de/skripte/logik/Tautologie.html Aufgabe 8
d) (AANB)V(CAD) — (AVC)A(BVC)AN(AVD)A(BVD)

— Ja: http://www.namzu.de/skripte/logik/Tautologie.html Aufgabe 9

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.11: dquivalente Formeln v1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.12: Bedienungsanleitung v1

Quelle: https://homepages.thm.de/~hg8070/dm15/ueb01.pdf; Abruf 07-MAI-2023.

o Die fiinf zusammen gesetzten Aussagen unter 1.a), 1.b), 1.c), 2. und 3. werden mit den vier

atomaren Aussagen L, Q, B und N formuliert:

l.a) wird zu: =L — Q
1.b) wird zu: =L — B
1.c) wird zu: =L <> N
2. wird zu: -Q — B
3. wird zu: =B

Wir haben vier atomare Aussagen. Eine Wahrheitstafel muss also 16 Zeilen haben, damit alle
moglichen Belegungen der atomaren Aussagen mit Wahrheitswerten enthalten sind.

Fiir jede der 16 Zeilen miissen wir die Wahrheitswerte der obigen 5 Aussagen bestimmen.

Wenn es mindestens eine Zeile gibt, in der die 5 Aussagen alle wahr sind, dann sind die Spezifika-
tionen konsistent.

Ist aber in jeder Zeile der Wahrheitstafel mindestens eine der obigen Aussagen falsch, dann
enthalten die Spezifikationen einen inneren Widerspruch, da sie nicht alle gleichzeitig erfiillbar
sind, d. h. die Spezifikationen sind inkonsistent.

Stellt man die Wahrheitstafel auf, so zeigt sich, dass bei genau einer Belegung von L, @, D und
N mit Wahrheitswerten alle Spezifikationen erfiillt werden kénnen, d. h. die Spezifikationen sind
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konsistent.

o Fallunterscheidung: Fall 1: B ist wahr. Dann ist die letzte Formel (—B) falsch. Eine konsistente
Spezifikation ist damit nicht moglich, so dass wir Fall 1 nicht weiter zu untersuchen brauchen.

Fall 2: B ist falsch. Die Aussagen 1.b) und 2. kénnen nur dann wahr sein, wenn =L und —@Q) falsch,
d.h. L und @ wahr sind.

Wenn L wahr ist, d.h. =L falsch, dann kann Aussage 1.c) nur wahr sein, wenn N falsch ist. Die
Spezifikationen kénnen also nur konsistent sein, wenn L wahr, () wahr, B falsch und N falsch sind.

Wir sind noch nicht fertig!
Wir wissen: die Aussagen 1.b), 1.c), 2. und 3. sind wahr. Aber 1.a) muss noch iiberpriift werden!
Bei der hergeleiteten Belegung von L, @, B und N ist aber auch 1.a) wahr.

Also ist das System konsistent, und dariiber hinaus ist die Belegung der atomaren Aussagen
eindeutig.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.13: Priadikatenlogik (1) v1

Quelle: a) ... ¢) OpenAl ChatGPT

a) Zeigen Sie, dass die folgende Aussage wahr ist: Vz (22 > 0).

Die Aussage lautet ,Fiir alle x gilt 22 > 0“ Diese Aussage ist wahr, da das Quadrat einer beliebigen
Zahl immer gréfer oder gleich null ist. Das bedeutet, dass #2 immer nicht negativ ist, egal welchen Wert
x annimmt. Daher ist die Aussage wahr.

b) Beweisen Sie die folgende Existenzbehauptung: 3z (22 = 4).

Die Aussage lautet ,Es existiert ein z, so dass x? = 4% Die Werte, die diese Gleichung erfiillen, sind
z =2 und x = —2. Da es mindestens einen Wert fiir x gibt, der die Gleichung erfiillt, ist die Aussage
wahr.

c¢) Uberpriifen Sie die Giiltigkeit der Aussage
Vo (Fy (y == +1)).

Prazisierung: Wir lesen die Quantoren mit einer festen Grundmenge D und schreiben
VeeD3IyeD(y=xz+1).

Direkter Beweis (fiir D € {N,Z,Q,R}): Sei « € D beliebig. Definiere y := = + 1. Da die genannten
Zahlbereiche unter der Operation z — z 4+ 1 abgeschlossen sind, gilt y € D. Nach der Definition von y
ist y = o + 1. Also existiert zu jedem x € D ein y € D mit y = x + 1. Da «x beliebig war, folgt

VeeD3IyeD(y=z+1).

Damit ist die Aussage wahr iiber N, Z, Q und R. |

Hinweis zur Domaéne: Ist D nicht unter +1 abgeschlossen, kann die Aussage falsch sein. Gegenbeispiel:
Wiéhle D = {0}. Fir £ =0 gébe esein y € D mit y =0+ 1 =1, aber 1 ¢ D. Also gilt in diesem D die
Aussage nicht.

d) Widerlegen oder bestéitigen Sie die folgende Aussage: Iz Vy (x > y).

Die Aussage lautet ,Es existiert ein x, so dass z > y fiir alle y gilt*. Diese Aussage ist falsch, da es kein
einzelnes x gibt, das grofer oder gleich jedem y ist. Zum Beispiel gibt es keinen gréfiten Wert fiir x, der
grofer oder gleich jedem anderen y ist. Daher ist die Aussage falsch.

e) Bestimmen Sie den Wahrheitsgehalt der folgenden Aussage: Vo Jy (y > z).

Die Aussage lautet ,,Fiir alle x gibt es ein y, so dass y > z*“ Diese Aussage ist wahr, da fiir jede Zahl z
immer eine groBere Zahl y gefunden werden kann (zum Beispiel y = « + 1). Daher ist die Aussage wahr.
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Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.14: Priadikatenlogik (2) v1

Quelle: a) ... ¢) OpenAl ChatGPT; f) ... h) vgl. [MERZ21]] S. 15f.

a) Negieren Sie die folgende Aussage: Vz (22 > 0).

Die Negation eines Allquantors Va P(x) ist 32 ~P(x). Die Negation der Aussage ,Fiir alle x gilt 2 > 0¢
lautet also: 3z (2% < 0).

Das bedeutet, es gibt mindestens ein z, fiir das x2 kleiner oder gleich null ist. Diese Aussage ist wahr,
weil zum Beispiel z = 0 22 = 0 ist.

b) Negieren Sie die folgende Aussage: 3z (2% = 4).

Die Negation eines Existenzquantors 3z P(z) ist Vz —=P(z). Die Negation der Aussage ,Es existiert ein
z, so dass 2 = 4“ lautet also: Vx (22 # 4).

Das bedeutet, fiir jedes x gilt, dass 2% nicht gleich 4 ist. Diese Aussage ist falsch, weil es konkrete Werte
fiir  gibt (z.B. z = 2 und x = —2), fiir die 2% = 4 gilt.

c) Negieren Sie die folgende Aussage: Va (y (y > x)).

Die Negation eines Allquantors mit einem inneren Existenzquantor Vz (Jy P(z,y)) ist Iz Vy -~P(x,y).
Die Negation der Aussage ,Fiir alle z existiert ein y, so dass y > z* lautet also: JxVy (y < z).

Das bedeutet, es gibt mindestens ein x, so dass fir alle y gilt, dass y kleiner als x ist. Diese Aussage ist
falsch, weil fiir jede Zahl x immer eine gréflere Zahl y gefunden werden kann.

d) Negieren Sie die folgende Aussage: Iz Vy (z > y).

Die Negation eines Existenzquantors mit einem inneren Allquantor 3z Vy P(z,y) ist Va 3y =P (zx,y). Die
Negation der Aussage ,Es existiert ein x, so dass x > y fiir alle y gilt“ lautet also: Va Jy (x < y).

Das bedeutet, fiir jede Zahl x gibt es mindestens ein ¥y, so dass x kleiner oder gleich y ist. Diese Aussage
ist wahr, weil es immer ein y geben kann, das grofler oder gleich jedem gegebenen x ist.

e) Negieren Sie die folgende Aussage: Vz Iy (y = x + 2).

Die Negation eines Allquantors mit einem inneren Existenzquantor Va 3y P(z,y) ist 3z Vy —P(z,y). Die
Negation der Aussage ,Fir alle z existiert ein y, so dass y = x + 2% lautet also: Ja Vy (y # x + 2).

Das bedeutet, es gibt mindestens ein x, so dass fiir alle y gilt, dass y nicht gleich x + 2 ist. Diese Aussage
ist falsch, da fir jedes  immer ein y gefunden werden kann, das gleich x + 2 ist.

f) Negieren Sie die folgende Aussage: n > ng = |a,| <e.
Diese Aussage ist eine Implikation (B = C). Also:

B=C=BVC (Ersetzen der Implikation)
=BAC (de Morgan)
=BAC (doppelte Verneinung)

Die Negation von n > ng = |a,| <eistalson>ng A |a,|>e¢.

g) Negieren Sie die folgende Aussage: Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n € NA(n,ng)
gilt.

Ve>03ng €N VneN, A(n,ng) = Je>03Ing €N VYneN, A(n,ng)
= Je>0V¥np e N VneN, A(n,ng)

= Je>0V¥np €N IneN, A(n,ng)

h) Negieren Sie die folgende Aussage: Fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N, so dass fiir alle n € N gilt:
n>mny = |ay,| < e. Beschreiben Sie mit Worten, was die inhaltliche Bedeutung dieser Aussage ist.
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Bedeutung;: (an) ist eine Nullfolge. Negieren:

Ve>03ng €N VneN (n>ng = |a,|<e)
=3 >0VnpoeN IneN (nZno A \an|2€)

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.15: Direktes Beweisen v1

a) Vereinfache den Bruch 18/24. Z&hler und Nenner durch ihren grofiten gemeinsamen Teiler (GGT)
teilen.

GGT(18, 24) = 6.

18+ 6 =3, 24+ 6=4.

Ergebnis: 18/24 = 3/4.

b) Beweise die Giiltigkeit der Aussage: Wenn eine Zahl positiv ist, dann ist sie grofer als 0. Beweis per
Logik, kein Code nétig

Pramisse: Positiv bedeutet grofler als 0.

Schlussfolgerung: Wenn x > 0, dann x > 0.

Das ist eine triviale Identitéat: Die Bedingung fiihrt direkt zur Folgerung.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.16: Indirektes Beweisen v1

a) Behauptung P: Es gibt keine grofite natiirliche Zahl. Beweis durch Widerspruch:

Annahme —P: Es gibt eine grofite natiirliche Zahl N.

Dann ist NV + 1 eine natiirliche Zahl, und per Annahme miisste N +1 < N gelten, da N die grofite Zahl
ist. Das fithrt zu einem Widerspruch.

Also ist die Annahme falsch; es gibt keine gréfite natiirliche Zahl.

b) Behauptung P: Es gibt keine reelle Zahl x mit 0 < x < 1, die die Gleichung 22 = x erfiillt.
(Klarstellung: Die Gleichung 2% = z hat im Intervall [0, 1] genau die Losungen = 0 und = = 1.) Beweis
(Widerspruch): Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann existiert ein 2 mit 0 < z < 1 und 2% = 2.
Daraus folgt
0=2z"-z=z(z—1).

Nach der Nullproduktregel ist dann 2 = 0 oder x = 1. Beides steht im Widerspruch zu 0 < z < 1. Also
kann es kein z €]0, 1[ mit 22 = = geben. Damit hat 22 = z in [0, 1] genau die Losungen z = 0 und x = 1.
|

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsalllfgabe 2.17: Vollstiandige Induktion (1) v1

Induktionsanfang: Linke Seite Y (21— 1) = 1; Rechte Seite: 1% = 1 Y4
k=1
n
Induktionsvoraussetzung;: Z(Q k—1)=n?
k=1
n+1
Induktionsbehauptung: 2(2 k—1)=(n+1)?
k=1
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n+1)-(n+2)-(2-n+3)

n+1
Induktionsbehauptung: > 5=
k=1

6
n+1 n
Induktionsschritt: = Z k2 +(n +1)?
k=1 k=1
——

:M 1t. Voraussetzung

n-(n+1)-(2-n+1) 2:n-(n+1)-(2-n+1)+6-(n+1)2

= 5 +(n+1) 3

_ (n+1)-(n-(2-n+1)+6-(n+1)) _(n+1)-(2:n°+n+6-1n+6)
6 6

_(n+1)-2n?+3-n+4-n+6) (m+1)-(n-(2-n+3)+2-2-n+

Hochschule
Nurnberg
s T 1 T )
Induktionsschritt: Z(Z k—1)= 2(2 k=1) +(2-(n+1)-1)
k=1 k=1
=n2 1t. Voraussetzung
=n?+2-n+2—-1=n2+2-n+1=(n+1)>? [ |
Quelle: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCber_ungerade_Zahlen; Abruf 25-OKT-2021
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.18: Vollstandige Induktion (2) v1
Induktionsanfang: Linke Seite Z K =12=1;
k=1
1-(1+1)-(2-14+1 1-2-3
Rechte Seite: (1+1-( +1) = =1 v
6 6
n . 1)-(2- 1
Induktionsvoraussetzung: > k% = bl ek )6( ih D)
k=1

3))

(n+1)'(n+2)§(2~n+3) 6

6

Quelle: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensamnlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCber_Quadratzahlen; Abruf 25-OKT-2021
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.19: Vollstiindige Induktion (3) v1
Beweis mittels vollstdndiger Induktion.
(Wolfram|Alpha: » prove by induction sum {k=1}"n k™3 =(n"2 (n+1)"2) /4 «)
Induktionsanfang fiir n = 1:

Linke Seite der Behauptung: Rechte Seite der Behauptung;:

1

2 2
YR =18 =1 Fa+h)
k=1 4

Das stimmt {iberein. Somit formulieren wir die Voraussetzung:

n 2 . 1 2
Z K3 = % sei bewiesen fiir ein beliebiges n € N.
k=1
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Schluss von n auf n + 1:

n+1 n n+1 n n2 . ('ﬂ + 1)2
YN =3+ Y =) F+n+1pP= —— tl+1)’
k=1 k=1 k=n+1 k=1 | S

gemif Voraussetzung
n4+2-n3+n2+4.n3+12-n2+12-n+4_n4+6~n3+13~n2+12-n+4
4 4 N 4

Polynomdivision des Zahlers:
nt+6-n3+13-n*+12-n+4:(n+1)?
=n*+6-n3+13-n2+12-n+4: (N +2-n+1)=n’+4-n+4
Damit erhalten wir:

n*+6-n3+13-n?+12-n+4  (n+1)%-(n+2)?
4 B 4

Das ist die Behauptung fir n + 1. |

Quelle: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensannlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCber_Kubikzahlen; Abruf 20-OKT-2021
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.20: Vollstiindige Induktion (4) v1
Induktionsanfang: Linke Seite cos(1 - 7) = cos(m) = —1; Rechte Seite: (—1)! = —1 v
Induktionsvoraussetzung: cos(n - 7) = (—=1)"

Induktionsbehauptung:  cos((n+1) - 7) = (—1)"!

Induktionsschritt: cos((n+1)-m) =cos(n-m+m)
= cos(n - ) -cos(m) —sin(n - ) - sin(m)
S—— ~——
=(—1)™ 1t. Voraussetzung =(—1) =0
= (=D (=) -0= (-1 u

Quelle: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Beweis_einer_Identit’C3%A4t; Abruf 25-OKT-2021Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.21: Vollstiindige Induktion (5) v1
Induktionsanfang: 0% — 0 = 0; 0 ist durch jede Zahl (aufler 0) teilbar. v

Induktionsvoraussetzung: n° — n ist durch 5 teilbar.

Induktionsbehauptung:  (n+1)° — (n + 1) ist durch 5 teilbar.

Induktionsschritt: n+1P¥-(n+1)=n+5-n*+10-n2+10-n>+5-n+1-n-1
= (n® —n) +5-(n*+2-n2+2-n%+n) [ |
durch 5 teilbar lt. Voraussetzung offensichtlich durch 5 teilbar

Quelle: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Teilbarkeit_durch_5; Abruf 25-OKT-2021
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.22: Vollstindige Induktion (6) v1

http://www.wolframalpha.com/input/?i=prove+by+induction+that+sum+i},3D1+to+n+i+*+i!+j
3D+(n%2B1) 1+-+1
Beweis mit Hilfe der vollstdndigen Induktion:
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1. Induktionsanfang fiir n = 1:

Linke Seite: 1-11=1-1=1
Rechte Seite: (1+ 1)1 —1=21—-1=2-1=1 = Die Behauptung ist fiir n = 1 wahr.

2. Induktionsvoraussetzung;:

Die Behauptung

z": El=m+1)!-1

sei fiir ein bestimmtes n bewiesen.

3. Induktionsschluss von n — n + 1:

n+1 n n+1
Skokl=>kk + Y kR
k=1 k=1 k=n+1
= (n+1)!-1 +(n+1)-(n+1)
—_———

laut Voraussetzung
=—1+m+Dl+n-(n+ 1)+ (n+1)!
=—14+2-n+D!+n-(n+1)!
=n+1)!-(n+2)-1
T
=(n+2)!-1 = Das ist die Behauptung fiir n + 1 [ |

Quelle: https://waw.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. B 14; Abruf 20-OKT-2021
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.23: Vollstiindige Induktion (7) v1

1
-1
Induktionsanfang;: n=0: 20= x_l =1 v
x —
n+1 -1
Indukti t :
nduktionsvoraussetzung Zx —_1
n+1 n+2 -1
Induktionsbehauptung:
nduktion: uptung Z T —_1
n+1 n+1 .Z'n+1 _1
Beweis: Zac Zx + Z ¥ o1 4l
k=0 k=n+1 iy

1t. Voraussetzung
xn+1 —1 (anrl) . (LIZ _ 1) xn+1 —1 + xn+2 _ anrl xn+2 -1

- p— = .
r—1 + z—1 r—1 r—1

Quelle: http://www.carsten-erdmann.de/files/Analysis_i_i_Uebungsskript.pdf; Nr. 4.7 (Seite 54); Abruf 27-OKT-2021
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.24: Vollstiindige Induktion (8) v1

1 1 1
Induktionsbeginn fiir n = 2: Linke Seite (1 = 5) =3 Rechte Seite 3
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n
1 1
Induktionsvoraussetzung: Es gelte H (1 — E) =—
n

k=2
Induktionsschluss: ﬁ 1 LA H 1 ! 1 1
’ k) k n+1
k=2 k=2
—_———
=%1t. Vorauss.
1 1 1 n+l1-1 1 n 1

n n+1 n n+1 n n+1 n+1
Quelle: https://www.enath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. C2; Abruf 25-OKT-2021.
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.25: Vollstiindige Induktion (9) v1

Induktionsanfang fiir n = 1:
(1+h)!'>14+1-h — wahr.

Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein gewisses n sei bereits bewiesen: (1 + h)” > 14 n - h.
Schluss von n auf n + 1:
Aus 14+ h >0 (da h > —1) folgt:
A+h)" M =Q+R)"- 1+h)> A+n-h) -A+h)=14+m+1)-h+n->>1+n+1)-h
NI

Voraussetzung

Der ganz rechts stehende Term ist die Behauptung fiir n + 1. |

Quelle: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf Nr. D 17; Abruf 20-OKT-2021.
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.26: Vollstiindige Induktion (10) v1
Induktionsanfang fiir n = 3:
n-yn=3-v3x5196;n+/n=3+v/3~4732=3-v/3>3++3 — wahr.
Induktionsvoraussetzung;:

Fiir ein gewisses n sei bereits bewiesen: n - \/n > n + /n.
Schluss von n auf n + 1:
n+1)-vVn+l=n-v/n+1+1-v/n+1
> n-vn +vn+1 (dan>2=+n+1>/n)
——
linker Voraussetzungsterm
> n++vn  +vn+1
——
laut Voraussetzung

>n+1++vn+1 (dan>2=n>1)

Der ganz unten stehende Term ist die Behauptung fiir n + 1. |

Quelle: https://waw.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. D 14; Abruf 20-OKT-2021
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.27: Vollstiindige Induktion (11) v1

Induktionsanfang fiir n = 1:
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Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

. iRBD Managementberatung nﬁf:sgtlgule
1 9 ..
1+a<1—<:>1—a <1 — wahr fir alle a # 0.
—a
Induktionsvoraussetzung:
Fiir ein gewisses n sei bereits bewiesen: 1 +a +a? +a® +--- +a" < T
—a
Induktionsschluss:
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt durch Multiplikation mit a:
a+a’+ad+.. . +a" < e
1—-a
Dann gilt:
1-— 1
l+a+a’+a®+... +a" <1+ = = ata_
1-a 1-a 1—-a
Das ist die Behauptung fir n + 1. |

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.28: Vollstindige Induktion (12) v1

Beweis mit Hilfe der vollstdndigen Induktion:

Anfang fir n = 1:

11 0\ 2 (1 » n'(r;—l) Firn=1 (1 1 1'(12_1) 1 10
~~ ~~ _
0 1 1) "="1g 1 n = |o 1 1 =)0 13
0 0 1 0 0 1 00 1 0 0 1
Die Behauptung ist fiir n = 1 wahr.
Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir ein beliebiges n.
Schritt n — n + 1:
11 0\"™ /11 0\" /110 1”% 110
0 1 1 =0 1 1 01 11=1¢ 1 " 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Laut Voraussetzung
n-(n-—1) 2-n n?’-n
1 R A i
B n+ n 5 B 1 n+1 5 + 3
— 10 1 n+1 — 10 1 n+1
0 0 1 0 0 1
2 . -1
n+1 n ;_ n 1 n 2 (T; )
“lo 1 a31 [T |01 n q.ed
0 0 1 0 0 1

Das ist die Behauptung fir n+1

Quelle: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. G 9; Abruf 20-OKT-2021
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 2.29: Vollstindige Induktion (13) v1

Induktionsanfang fiir n = 1:

1 -1 1 1 -1 1
Al=3"1. -1 1 —-1|=(-1 1 =-1]=4
1 -1 1 1 -1 1

Induktionsvoraussetzung:

Fiir n gelte: A" =3""1. -1 1 -1

Induktionsschluss von n auf n + 1:

1 -1 1 1 -1 1
Al =A" A=3"1.[-1 1 —=1|-|-1 1 -1
1 -1 1 1 -1 1
gemaf Voraussetzung
3 -3 3 1 -1 1
=3»1.|-3 3 -3|=3"1t.3.[-1 1 -1|=3"-4 [ ]
3 -3 3 1 -1 1

Quelle: https://wwu.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. G 11; Abruf 20-OKT-2021
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 3.1: Natiirliche Zahlen (1) v1

a) F ={x|x gerade A z Primzahl} —F={2}
b) E={z]| -5<z<5} - E={1,2,3,4,5}
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 3.2: Einfache Mengenoperationen auf natiirlichen

Zahlen v1
a) ANB — {1,5}
b) AUB —{1,3,5,7,9,10, 15,20}
c) B\C —{1,5,10,20}
d) (CNnB)\ A — {15}

e) (AUB)\(CUD) — {1,7,20}

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 3.3: Natiirliche Zahlen (2) v1
M={1,2}und N ={2,3,4}.

% a) MCN — Falsch.

b) NCM — Falsch.

c) M — Falsch.

d) M 7é N — Wahr.

e) {2,4}CN — Wahr.
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f) 2e M — Wahr.
g) 3CN — Falsch.
h) {3} CN — Wahr.
i) {3}eN — Falsch.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

a) ANB

f) AUB

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

—{3,5}

%{172’375}

—{4,6}

—{1,2,4,6}
%{172’476}

—{4,6}

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 3.4: Aussagen zu natiirlichen Zahlen v1

A = {ungerade Zahlen beim Wirfelwurf } = {1,3,5}
B = { Primzahlen beim Wiirfelwurf} = {2,3,5}
= A={2,4,6}; B={1,4,6}

a) A=Q,B={1}

d) A=2%Z,B={}
BCcA

A (siehe Teilaufgabe d))

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

e) A={1,23}, B={zeN|z< -1}

—1€Q=BCA

— B ={z e N|lz < -1} ={} = B C

b) A={zeN|IneNmitx=4-n}, B={z € N|x ist eine gerade Zahl }
—2€BN2¢A=B¢A

¢) A={z e N|z ist eine gerade Zahl}, B={z eN|IneNmitz =4-n}
—VereB:I3neNmitz=2-(2-n)=BCA

— Da die leere Menge Teilmenge jeder Menge ist:

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 3.5: Korrekte Mengenbeschreibung v1

c) A=Q,B=N

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

d) A={zeQlz<1},B={z€Q|z>5}

— ANB={5}
- ANB={zcQ| -1<z<1}
—+ANB=N,daNCQ
—ANB=10

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 3.6: Einfache Mengenoperationen (1) v1
a) A={ze€eQlz<5},B={z€Q|z>5}
b) A={ze€Q|z>-1},B={zeQlz<1}

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

- AUuB=Q

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 3.7: Einfache Mengenoperationen (2) v1
a) A={ze€eQlz<1},B={z€Qlz>1}

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 3.8: Volumenoperationen v1
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a) WUK —

b) WNK — “
c) W\K — I
d) K\W — O

e) (KUZ)\W —

f) (WUK)\Z— &

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 4.1: Aussagen zu Zahlenbereichen (1) v1

Aufgabe
-5
4,6
V3

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

O XOOoOz
O XOOXN
X XOXXO
O OXDOO=
N NXKXK®
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 4.2: Aussagen zu Zahlenbereichen (2) v1

a) —4 ist eine natiirliche Zahl. —
Falsch.
b) Jede rationale Zahl ist eine natiirliche Zahl. —
Falsch.
c) Jede ganze Zahl ist eine rationale Zahl. — Rich-
tig.
d) Zwischen zwei natiirlichen Zahlen liegt stets mindestens eine weitere natiirliche Zahl. —
Falsch.
e) Wenn man zwei natiirliche Zahlen addiert, erhélt man immer eine natiirliche Zahl als Ergebnis.
— Rich-
tig.
f) Zwischen zwei rationalen Zahlen liegt stets mindestens eine weitere rationale Zahl. — Rich-
tig.
g) Wenn man zwei ganze Zahlen durcheinander dividiert, erhélt man stets eine ganze Zahl als Ergebnis.
%
Falsch.
h) V/4 ist eine ganze Zahl. — Rich-
tig.
i) Jede reelle Zahl ist eine irrationale Zahl. —
Falsch.
j) Jede irrationale Zahl ist eine reelle Zahl. — Rich-
tig.
k) Jede irrationale Zahl ist auch eine rationale Zahl. —
Falsch.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 4.3: Zuordnung Zahlenbereiche v1

a) | —81+79]| =] -81+79/€Q
b) | — 7| —|—-7m]eR

&) | sen(~5) - (~5)| | sgn(~5) - (~5)| € N
d) | —7-5] — | —7-5]€eR

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 4.4: Mengenoperationen zu Zahlenbereichen v1
a) HULL UL =[-28]
b) L1\ LI\ I, =[-2,0]
¢c) LNl NI, =]0,4]
d) LIy =]—00,0] U8, 00|

Quelle: [Sche21] Nr. 2 3).
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 4.5: Operationen auf Zahlenbereichen v1

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 211
Alle Rechte vorbehalten B. Losungsvorschliage (Alle)

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist

ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



. . .. . IDM Technische
B. Lésungsvorschlige (Alle) HirED Bl venseementoeratung ’ ’ l I l Hochschule

1
sup{2—ﬁ|n€R}:2

Quelle: [Sche21] Nr. 2 4).
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 4.6: Aussagen auf Zahlenbereichseigenschaften v1
. 3-z+1 3 2-3-z+4+1)
F € [0, t—— < -da ———=
irz €000 g3 <5 da 3T

wegen 6-x+2<6-z+9

<1

3-x+1 _ 1
A >0 — > =
==y ¥3°3
.. 13
Somit gllt: M C g, 5 Quelle: [Sche21] Nr. 2 5).

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 4.7: Weitere Zahlenbereichsoperationen v1

1. S :=sup (A) + sup(B) ist obere Schranke von A + B:
Sei x € (A + B) beliebig. Dann 3a € ANIbe B:x=a+b.
Weil sup(A) eine obere Schranke (o0.S.) von A ist = a < sup(A4). Genauso = b < sup(B).
=zrz=a+b<>§S.

2. S ist kleinste obere Schranke von A + B:

Betrachte sup(A) — g

Dies ist keine 0. S. von A, weil sup(A) die kleinste war

:>E|a€A:a>sup(A)—g.

Genauso 3b € B : b > sup(B) — g

:>1:::a+b>sup(A)—§+sup(B)—§:S—s.

Weil © € A + B, ist S — ¢ keine 0.S. von A + B, also ist S die kleinste. |

Quelle: [Sche21] Nr. 2 6).
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 4.8: Rudimentire Beweisfiihrung auf Zahlenbereichen
vl

1 n
Zunéachst wird gezeigt, dass { (—) | ne NO} nach oben unbeschrankt ist:
x

1 1 1\"
x<=>;>1,setzeg—1::5>0 = (E) =(146)">1+n-0 (Bernoulli).

1
Nun betrachten wir 2" |n € Ng}: = 2" < ———
{ | 0} “14n-6
Sei nun € > 0 beliebig. Es soll gezeigt werden, dass dann fir grofies n gilt:
" <e.
. 1—¢
Nach dem Satz von Archimedes 3n e N: n > ; eR
= G° &K ! < 1 =& = inf{x” | n e No} =0 B Queile: [Sche21] Nr. 2 7).
T1l+4n-6 1+1l=.4
Hier geht es zuriick zur Aufgabe. €
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 5.1: Zahlenbereichsiibergiinge (1)

a) sgn(—12,345) =-1
b) sgn(256) =1
c) sgn(—3- 7r) = =l
d) sgn((— (-m) =1
e) sgn(—7+2+6)
f) sgn(14 —6—28) =0
g) sgn(—m + 3,14159) = -1
h) sgn(+m —3,14159) =1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 5.2: Betragsfunktion [OpenAI2024g]
a) Lose die Gleichung |22 — 4] fiir x = 3.
3% 4] = |9 4|
= 5]
=5

b) Lose die Gleichung |2z — 5| = 7.

20 —5 =17 S =6
20 —5=-7T & x=-1
= L={-1; 6}

c) Lose die Ungleichung |3z 4 2| < 8.

—8<3xr+2<L8
—8—-2<3xr<8-2
-10<3x <6

10

d) Bestimme die Schnittpunkte der Funktionen f(z) = |z — 2| und g(z) = 3 — 2.

lx —2|=3—=
Falll: 2 —2=3-1 Fall2: —(z—2)=3—=x
z—2=3—=z —z+2=3—=z
20 =5 2=3 (keine Losung)
5
T=3

Der Schnittpunkt ist bei (2, 2)
e) Vereinfache den Ausdruck |22 — 4z + 3| und bestimme die Nullstellen.
22 —4rx+3=(z—1)(z—3)

e D3 =@ DE=3) fir@@-1)-3)=0
I Dz =3)| {—(m—l)(x—?)) fir (z—1)(z—3) <0
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Managementberatung Niirnberg

Die Nullstellen sind bei £ = 1 und z = 3.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 5.3: Betragsfunktion

Quelle: [Sche21] Nr. 2 1).

Quelle: Aufgaben 2-6 aus [OpenAI2024aa)

b —b
a) Was ergibt: atbtla-b ?

a, fallsa > b

a+b+la—b
Tl b, fallsa<b

2

—

b) Lose die Gleichung ‘g—l = Il

Bl

2

|z| =2

r=2 oder x=-2

¢) Bestimme die Lésung der Gleichung 252 = 2.

3
|z —1]
2l _9
3
|z —1]=6
r—1=6 oder x—1=-6
r=7 oder x=-5

d) Lose die Gleichung % =1

2
2z+3] 1
4 2
|20 43| =2

20 +3=2 oder 2x+3=-2
2 = —1 oder 2x=-5

1 5
:z::—i oder :z::—§

e) Bestimme die Losungsmenge der Gleichung @ =4.

3z —2
T
Fall 1: 3x—2=4z
Fall 22 — 3z —2)=4x
2
—3r+2=4zr = T=z
Losungsmenge:  {-2, 2}
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B. Lésungsvorschlige (Alle) =%BD .. IDM Dh m it

Nurnberg

f) Lose die Ungleichung gi—fél > 1.

Zunéchst stort uns links der Nenner.

Wenn wir beide Seiten mit dem Nenner multiplizieren, miissen wir Fallunterscheidungen machen:
Wenn der Nenner negativ wird, dreht sich das Relationssymbol bekanntlich um.

Fiir jeden dieser zwei Félle miissen wir wiederum Fallunterscheidungen machen: Wenn der Term in den
Betragsstrichen 424+ 1> 0 < x > —1/4 ist, schreiben wir einfach 4z + 1; anderenfalls (x < —1/4) ist er

negativ und wir miissen ihn mit —1 multiplizieren, um den Betrag zu erhalten: |4z + 1| — —4x — 1.
e 2 —3=0  Dieser Fall ist verboten (Division durch 0).
|4z + 1
2z — 3
ox>—-Yudr+1>2x-3 & 2x>—-4 & z>-2 = x> 3/2

e 2r—-3>0 & x>3/2 >1 < [dz+1]>22x-3

orx< -4 —dr—-1>2r-3 & —6xr>—-2 & z <13 = Keine Losung
4z + 1]
223
ox>—-lYrdr+1<2x—-3 & 2r <-4 & < -2 = Keine Losung

e 2r—-3<0 & zx<3)2 <l & [dzx+1]<22-3

ox< s —4r—-1<2x-3 & —6r< -2 & z>1/3 = Keine Losung

Loésungsmenge: z € ]3/2; 00|

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.1: Unser gewohntes Zehnersystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 19. Oktober 2023

a) 9=9-10°
. 9-10° 9
- 9
b) 40 =4-10" +0-10°
4-10t 40
= 4+ 0-10° + 0
40
¢) 007=0-102+0-10'47-10°
0-102 0
~_+ 0-10! + 0
T+ 7100 = 0
7
d) 726 =7-102+2-10'+6-10°
7-10? 700
o+ 2-10 + 20
T+ 6-10° + 6
726
e) 1.857=1-10>+8-10>+5-10" +7-10°
1-10° 1.000
4+ 8.102 + 800
= + 5-10 + 50
+ 7-10° + 7
1.857
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.2: Unser gewohntes Zehnersystem
a) 0-10" +8-10°=38
b) 9-102+9-10' +0-10° = 990
c) 6-10' +4-10%+3-10° = 463
d) 2-10°+0-10%+2-10' +3-10° = 2.023
e) 2-10°+3-10°+9-10 +9-102 = 3.992
f) 7-10*+7-103+0-10%2+2-10* +6-10° = 77.026
g) 1-10"+0-10°+7-10%+0-10% +5-10* = 57.010

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.3: Ganzzahl-Division mit Rest

Quelle: Rolf B. Drescher, 20. Oktober 2023
a) 7T+2=3Rest 1

b) 4+7=0Rest 4

¢) 9-+0= Geht nicht ... durch Null darf man nicht dividieren!
d) 10 -4 =2 Rest 2

e) 15+5=3Rest 0

f) 23+3 =7 Rest 2

g) 111 +22 =75 Rest 1

h) 231+14 =16 Rest 7

i) 375+ 68 =5 Rest 35

j) 918 =7 =131 Rest 1

k) 939 + 236 = 3 Rest 231

1) 1.234 =611 = 2 Rest 12

m) 2.417 + 3.659 = 0 Rest 2.417

n) 12.318 + 31 = 397 Rest 11

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.4: Wandlung Zehner- in Zweier-System

Quelle: Rolf B. Drescher, 19. Oktober 2023
a) (8)10 = (?)2
8+-2=4Rest 0
4+2=2Rest0
2+-2=1Rest0
1+-2=0Rest1

= (8)10 = (1000)2

b) (58)10 = (7)2
58 ~2 =29 Rest 0
29 -2 =14 Rest 1
14 -2 =7 Rest 0
7+2=3Rest 1
3+-2=1Rest 1
1+-2=0Rest1
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= (58)10 = (111010)2

c) (100)10 = (?)2

100 -2 =50 Rest 0

50 -2 =25 Rest 0

25 +2 =12 Rest 1
12+-2=06 Rest 0
6+-2=3Rest0
3+-2=1Rest 1
1+-2=0Rest1

= (100)19 = (110.0100)4

d) (277)10 = (?)2
277 +~2 =138 Rest 1
138 -2 =69 Rest 0
69 -2 =234 Rest 1
34+2=17 Rest 0
17+-2=8 Rest 1
8+-2=4Rest 0
4+2=2Rest 0
2+-2=1Rest0
1+-2=0Rest1

= (277)10 = (1.0001.0101),

e) (666)10 = (7)2
666 ~ 2 = 333 Rest 0
333 +2 =166 Rest 1
166 + 2 = 83 Rest 0
83 +2 =41 Rest 1
41 -2 =20 Rest 1
20 -2 =10 Rest 0
10+-2=5Rest 0
5+2=2Rest 1
2+-2=1Rest0
1+-2=0Rest1

= (666)10 = (10.1001.1010)4

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.5: Wandlung Zehner- in Dreier-System

Quelle: Rolf B. Drescher, 19. Oktober 2023
a) (8)10=(")s

8 =3 =2 Rest 2

2+3=0 Rest 2

= (8)10 = (22)3

b) (58)10 = (?)s
58 -3 =19 Rest 1
19 -3 =6 Rest 1
6+-3=2Rest0
2+-3 =0 Rest 2

= (58)10 = (2.011)3

¢) (100)10 = (?)3
100 -3 =33 Rest 1
33+-3=11Rest 0
11 +3 =3 Rest 2
3+-3=1Rest 0
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1+-3=0Rest1
= (100)10 = (10201)3

d) (277)10 = (?)s
277 -3 =92 Rest 1

92 + 3 = 30 Rest 2
30+3 =10 Rest 0

10 -3 =3 Rest 1
3+-3=1Rest0
1+-3=0Rest1

= (277)10 = (101.021)3

e) (666)10 = (7)s

666 — 3 = 222 Rest 0
222 -3 =174 Rest 0
74 + 3 = 24 Rest 2

24 -3 =8 Rest 0

8 -3 =2 Rest 2

2+3 =0 Rest 2

= (666)10 = (220.200)3

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.6: Wandlung Zehner- in Fiinfer-System

Quelle: Rolf B. Drescher, 19. Oktober 2023
a) (8)10=(")s

8 +5=1Rest 3
1+-5=0Rest1

= (8)10 = (13)5

b) (58)10 = (?)s

58 + 5 =11 Rest 3

11 +-5=2Rest 1

2+5 =0 Rest 2

= (58)10 = (213)5

C) (100)10 = (?)5
100 + 5 = 20 Rest 0
20 +5=4Rest 0
4+5=0Rest4

= (100)10 = (400)5

d) (277)10 = (7)s
277 -5 = 55 Rest 2
55 +5 =11 Rest 0
11+-5=2Rest 1
2+5=0 Rest 2

= (277)10 = (2.102)5

e) (666)10 = ()5
666 ~ 5 = 133 Rest 1
133 +~ 5 = 26 Rest 3
26 -5 =05 Rest 1
5+5=1Rest 0
1+-5=0Rest 1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.7: Wandlung Zehner- in Achter-System

Quelle: Rolf B. Drescher, 19. Oktober 2023
a) (8)10=(")s
8+-8=1Rest 0
1+-8=0Rest 1

= (8)10 = (10)8

b) (58)10 = (?)s

58 -8 = 7 Rest 2
7+-8=0Rest 7

= (58)10 = (72)8

C) (100)10 = (7)8
100 -8 =12 Rest 4
12 +-8 =1 Rest 4
1+-8=0Rest1

= (100)10 = (144)8

d) (277)10 = (?)s
277 -8 = 34 Rest 5
34 +8 =4 Rest 2

4 +8=0 Rest 4

= (277)10 = (425)8

e) (666)10 = (7)s
666 = 8 = 83 Rest 2
83 -8 =10 Rest 3
10 =8 =1 Rest 2
1+-8=0Rest1

= (666)10 = (1-232>8

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.8: Wandlung Zehner- in Sechzehner-System

Quelle: Rolf B. Drescher, 19. Oktober 2023
a) (8)10= (7)1

8 +16 =0 Rest 8

= (8)10 = (8)16

b) (58)10 = (?)16

58 + 16 = 3 Rest 10 (A)
3+16 =0 Rest 3

= (58)10 = (3A)15

c) (100)10 = (?)16
100 =~ 16 = 6 Rest 4
6-+16 =0 Rest 6
= (100)10 = (64)16

d) (277)10 = ()16
277 +-16 =17 Rest 5
17+16 =1 Rest 1
1+-16=0Rest 1

= (277)10 = (115)16

e) (666)10 = (?)16

666 = 16 = 41 Rest 10 (A)
41 +-16 =2 Rest 9

2-+16 =0 Rest 2
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= (666)10 = (29A)16

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.9: Wandlung Zweier- zum Zehnersystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 20. Oktober 2023

a) (1001)2 = (?)10
1-84+0-44+0-2+1-1=(9)1

b) (10.1111)3 = ()10
1-3240-164+1-84+1-4+1-24+1-1=(47)0

1-12841-64+0-324+1-164+1-8+0-4+1-240-1=(218)10

d) (0110.1011.0001)5 = (?)10
0-2.048+1-1.024+1-512+0-25641-12840-64+1-32+1-164+0-840-4+0-2+1-1 = (1.713)0
e) (110.0110.0110.0110)3 = (?)10
1-1638441-819240-4096+0-2.048+1-1.02441-51240-256+0-128+1-64+1-32+0-164+0-8+1-4+1-240-1 =
(26.214)1¢

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.10: Wandlung Dreier- zum Zehnersystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 21. Oktober 2023

a) (21)3 = (?)1o

2:3+1-1= (7)1

b) (1.020)5 = ()10

1-2740-9+2-3+0-1=(33)10

¢) (222.102)3 = (?)10

2:243+2-8142-27+1-940-3+2-1=(713)0

d) (011.022.000)3 = (?)10
0-6.561+1-2187+1-7294+0-2434+2-814+2-274+0-940-3+0-1=(3.132)19

e) (21.021.021.021)3 = (?)10
2-59.049+1-19.683+0-6.561+2-2.18741-729+0-243+2-81+1-2740-942-3+1-1 = (143.080) 10

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.11: Wandlung Fiinfer- zum Zehnersystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 21. Oktober 2023

a) (14)s = (710

1-544-1=(9)10

b) (323)5 = (?)10

3.25+2-5+3-1=(88)19

C) (2001)5 = (?)10

2.12540-25+40-5+1-1=(251)9

d) (034.123)5 = ()10

0-3.1254+3-625+4-1254+1-25+2-5+3-1=(2.413)19
2-781254+1-15.625+4-3.1254+3-625+3-1254+0-25+4-5+0-1 = (186.645)1¢

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.12: Wandlung Oktal- zum Zehnersystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 21. Oktober 2023

a) (57)s = (?)1o

b) (602)s = (?)10

6-64+0-84+2-1=(386)10

C) (4336)8 = (?)10

4-51243-64+3-846-1=(2.270)1

d) (12.065)s = (?)10

1-4.096+2-5124+0-64+6-8+5-1=(5.173)10
1-262.144+2-32.768+0-4.096 +0-512+7-64+0-8+4-1=(328.132)1¢

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.13: Wandlung Hexadezimal- zum Zehnersystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 21. Oktober 2023

a) (1A)16 = (?)10
1-16+10 -1 = (26)1

b) (BF)1i6 = (?)10

11-16+15-1 = (191)50

C) (3CD)16 = (?)10

3-256 +12-16 +13-1 = (973)10

d) (IF7E)16 = (?)10

1-4.096 4 15-256 +7-16 + 14 - 1 = (8.062)10

e) (AFOD2)16 = (?)10

10 - 65.536 + 15 - 4.096 + 0 - 256 + 13- 16 + 2 - 1 = (717.010)1¢

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.14: Wandlung vom Dual- in das Oktal- und
Hexadezimalsystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 22. Oktober 2023

a) (1001)2 = (?)8 = (?)16

b) (110101)2 = (?)s = (?)16

110 | 101 — (65)s 0011 | 0101 — (35)16

010 | 101 | 101 — (255)s 1010 | 1101 — (AD)yg

d) (111010000110)s = (?)s = (?)16

111|010 | 000 | 110 — (7.206)s 1110 | 1000 | 0110 — (E86)16

e) (010110010110010110); = (?)s = (?)16
010 | 110 | 010 | 110 | 010 | 110 — (262.626)s 0001 | 0110 | 0101 | 1001 | 0110 — (16.596)1¢

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.15: Wandlung vom Oktal- und Hexadezimalsystem
in die ,,anderen Informatikersysteme*

Quelle: Rolf B. Drescher, 25. Oktober 2023
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a) (27)s = (?)16
(27)8 = (010.111)2 = (01.0111)2 = (17)16

b) (1.001)s = (?)16
(1.001)s = (001.000.000.001)3 = (0010.0000.0001)5 = (201)1¢

c) (070.707)s = (?)16
(070.707)s = (111.000.111.000.111) = (111.0001.1100.0111); = (7.1C7) 16

d) (3A)16 = (7)s
( )16 = (11 1010)2 = (111 010)2 = (72)

e) (D05)16 = ()8

(D05)16 = (1101.0000.0101)5 = (110.100.000.101)5 = (6.405)s

f) (E5AC)16 = (7)s

(BE.5AC) 16 = (1110.0101.1010.1100), = (1.110.010.110.101.100), = (162.654)s

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.16: Zahlenwandlung mit dem Horner-Schema

Quelle: Rolf B. Drescher, 28. Oktober 2023

a) (1101)2 = ( )10
(1-241)-2+40)-2+1=(13)10

b) (1101)3 = (?)10
(1-3+1)-340)-3+1= (3710

c) (2L 201)3—(7)10
((2-341)-3+2)-3+0)-3+1=(208)1
) (1200; = (2
((2-54+1)-5+2)-5+0)-5+1=(1426)10
e) (30.364)7 = (?)10

(((3 7—|—0) 7+3) 7+6)-7+4:(7.396)10
f) (30.364)9 = (?)10
((3-9+0)-9+3)-9+6)-9+4— (19.984)10

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.17: Bereichsgrenzen durch beschrinkte Stellenzahl
Quelle: Rolf B. Drescher, 19. Oktober 2023

a) b=2 n=7

(111.1111)y =27 — 1 =127

b) b=2 n=32

(1111.1111.1111.1111.1111.1111.1111.1111)5 = 232 — 1 = 4.294.967.295
c) b=3 n==6

(22.2222)3 = 36 — 1 =728

d) b=4 n=12

(3333.3333.3333), = 412 — 1 = 16.777.216

e) b=8 n=4

(T777)s = 8* — 1 = 4.095

f) b=12 n=5

(B.BBBB);y = 12° — 1 = 248.831

g) b=16 n=5

(F.FFFF);6 = 16° — 1 = 1.048.575

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.18: Bereichsgrenzen durch beschriankte Stellenzahl

a) Fihren Sie den Code aus und interpretieren Sie das Ergebnis.
Mit der Zwei-Bit-Zahl kann man nur bis drei zéhlen; folglich erfolgt bei der Addition 3 + 1 der Uber-
trag in die ndchste (nicht vorhandene) Stelle und das Ergebnis springt wieder auf Null.

Analog gilt das fiir die Dreibit-Zahl (7 + 1 — 0), Vierbit-Zahl (15 + 1 — 0) und Fiinfbit-Zahl
(31+1—0).

Man beachte: Das Laufzeitprogramm erzeugt keine Fehlermeldung!

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.19: Addition im Zweiersystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 28. Oktober 2023

a) 100.101 + 111.010 = 1.011.111

b) 101.100 4+ 11.011 = 1.000.111

c¢) 100.011 +010.010 = 110.101

d) 011.011 +011.110 = 111.001

e) 1.011.001 + 100.110 = 1.111.111

f) 1.001.001 + 100.111 = 1.110.000

g) 100.101 4 01.101 4 11.100 = 1.001.110

h) 1.110.111 + 101.011 + 01.101 = 10.101.111

i) 10.110.010 + 101.101 + 11.010 = 11.111.001

j) 110.110 4+ 010.110 + 001.101 + 11.001 = 1.110.010

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.20: Addition in verschiedenen Zahlensystemen

Quelle: Rolf B. Drescher, 31. Oktober 2023

a) 01.210 + 111 = 2.021

b) 01.210 + 222 = 2.202

) 212.210 + 02.111 = 222.021

d) 121.001 4 222.122 = 1.120.200

e) 11212 + 21120 4 02212 = 120021

f) =22.112 4 12.212 + 201.210 + 22.1121.120.200

g) 2.13140.111 = 2.302

h) 12.321 + 23.133 = 102.120

i) 233.232 4 333.011 = 1.232.303

j) 23.112+412.312 + 01.310 = 110.000

k) 322.323 + 21.301 + 13.221 + 31.203 = 1.121.320

1) 30.413 4+ 24.310 = 110.223

m) 423.324 + 233.324 = 1.212.203

n) 341.023 + 22.433 + 01.343 = 420.404

0) 223.344 + 334.422 4 11.440 + 44.113 = 1.224.424

p) 4.626 + 3.771 = 10.617
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32.664 4 77.701 = 132.565
354.026 + 214.372 4 33.546 = 624.166
5.377.024 4 427.006 + 00.236 + 22.175 = 6.050.465

f—d

q

T

S

t) 3A6 + BCD =F73

7.FB3 + S8EA = 8.89D

v) 9.0B4 + 8.4CF = 11.583

w) FF.EED + CC.BBA = 1CC.AA7
x) A.702 + 6.FB0 + 3.327 = 14.9D9
y) E.F09+ A.7BC + 6.69D = 1F.D62

z) 37.FB4+ 62.C01 4+ 49.BBA + 90.92E = 175.09D

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

~— = ~—

u

—_

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.21: Multiplikation im Zweiersystem
Quelles Rolf B. Drescher, 09. November 2023
a) 101-10=1.010
b) 1.101-11 =100.111
¢) 11.101-1.011 = 100.111.111
d) 10.001-1.101 =11.011.101
e) 00.110.011-01.010 = 111.111.110
f) 10.110.111-011.010 = 1.001.010.010.110

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.22: Multiplikation im Dreiersystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 09. November 2023

a) 102-21 =2.212

b) 222-111 = 110.112

¢) 210-221 =201.110

d) 222222 =221.001

e) 2.010-1.020 = 2.120.200
f) 01.210-2.121 = 11.121.110

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.23: Multiplikation im Fiinfersystem
Quelle: Rolf B. Drescher, 09. November 2023
a) 42-23 =2.121
b) 432-24 = 23.023
c) 432-213 =204.121
d) 3.334-142 =1.201.133
e) 4.321-1.234 =12.114.214

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.24: Multiplikation im Oktalsystem

Quelle: Rolf B. Drescher, 09. November 2023

a) 206 -31 = 6.426

b) 372254 = 123.770

c) 736 - 675 = 637.346

d) 1.477 776 = 1.473.602

e) 7.654-4.567 = 45.052.364

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 6.25: Multiplikation im Hexadezimalsystem
Quelles Rolf B. Drescher, 09. November 2023
a) 37-E =302
b) 5D-23 = CB7
c¢) FA-9A =9.664
d) AF7-3ED = 2B0.BAB
e) ABCD - FED = A.B00.FC9

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 7.1: Grundlegendes

a) z =>5+ 3j; Geben Sie Real- und Imaginirteil an. ®(z) = 5; $(z) =3

b) z = —4+ T7j; Geben Sie Real- und Imaginérteil an. R(z) = —4; 3(z) =7
c) z=8—j; Geben Sie Real- und Imaginérteil an. R(z) = 8; J(z) = -1

d) z =6+ 2j; Geben Sie z* an. z* =6 — 2j

e) z=—4—j; Geben Sie z* an. z* = —4+]

f) Was ist der Betrag von z = —j 7

2] =02+ (-1)?=vI=1
¢) Was ist der Betrag von z =7+ 6j ?

|z| = /72 + (6)2 = /85 ~ 9,22

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 7.2: Grundrechenarten mit komplexen Zahlen

a) Addieren Sie 21 + 29 = z mit 21 = 3+ 4j, 29 =2 — 3]

Zz2=95+]

b) Addieren Sie z1 + 29 = z mit 23 = =5+ 3j,20 =5 — 5j
z = —2j

c) Subtrahieren Sie 21 — 29 = z mit 23 =1 — 2j,20 = —4 — ]
z2=05—]

d) Subtrahieren Sie z; — 29 = z mit 21 = 6 + 5j,20 =8 — 3j
z=-2+8j

e) Multiplizieren Sie z1 - 23 = z mit 21 = —3 — 4j, 20 = 7 + 4j
z1=—3—4j, 2o=7+44j

z=2z 20 =(-3—4j)  (7T+4j)

L J
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Multiplizieren mit der Distributivregel:
2=(=3)-T+(=3)- 4+ (-4) 7+ (-4)) -4
z = —21 — 12j — 28j — 162

Da j?=-1:
z=—21—12j —28j — 16(—1)
z=—21—-12j—28j+ 16

Kombinieren der Real- und Imaginérteile:
z=(—21416) + (—12j — 28j)
z = —5—40j

Das Ergebnis ist:

z = —5 — 40j

f) Multiplizieren Sie 21 - 20 = z mit 29 = 3+ 2j,20 = 6 — j
z1=3+2), z2=6-]
z=21-22=(34+2j)(6—j)

Multiplizieren mit der Distributivregel:
z2=3-6+3-(—j)+2j-6+2j-(—j)
z =18 — 3j + 12j — 2

Da j?=-1:

z =18 —3j+12j — 2(—1)
z=18-3j+12j+2

Kombinieren der Real- und Imaginérteile:
z= (18 +2) + (—3j + 12j)
z=20+09j

Das Ergebnis ist:

z=20+9j

¢) Dividieren Sie z = (=8 + 2j)/(4 — 9j)
8472
T 49
—8+2j 4+9
4-9) 4719
50 — 64
42492
—-50 64,
o7 o7’

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

VA =
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 7.3: Komplex etwas komplexer [OpenATI2024h]

a) Gegeben sind die komplexen Zahlen z; = 4 + 3i und 25 = 2 — 54. Berechne das Produkt z; - 29 und
stelle das Ergebnis in der Form a + bi dar. Multiplikation:

71 =44 3i
23 =2—5i
z1 22 = (4+3i)(2 — 5i)

=4-2+4-(=5i)+3i -2+ 3i- (—5i)
=8 — 20i + 6i — 15¢°
=8—14i —15(—1) (dai®=-1)
=8—14i+15
=23 — 14i

Das Ergebnis ist 23 — 144.

b) Gegeben sind die komplexen Zahlen z3 = —1 4 2¢ und z4 = 3 + 4i. Berechne die Division j—z und
stelle das Ergebnis in der Form a + b7 dar. Division:

23:—1+22
z4 =3+ 41
23 —1+2i 3—4
2 3+4i 3—4i
(=14 2i)(3 — 44)
(3 + 4i)(3 — 40)
_ =34 4i+6i— 8
N 9 — 1642
_ —3+10i+38 (da 2 = _1)
9+16
_ 5+10¢

25
5 104

55 T o5
1 2

(Erweitern mit dem konjugierten Nenner)

5005
=0.2+40.4:
Das Ergebnis ist 0.2 + 0.43.

¢) Gegeben sind die komplexen Zahlen z5 = 244 und 2 = 1—3i. Berechne das Produkt (z5-24)-Zg, wobei
Zg die konjugierte komplexe Zahl von zg ist. Stelle das Ergebnis in der Form a + bi dar. Multiplikation
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mit konjugie

25

(2’5 ° 2’6) °

Das Ergebnis i

Hier geht es zuriick z

rter komplexer Zahl:

26 =1—31
Ze =1+ 31

<26 = (2414)(1 — 3i)

=2.142-(=3i)+i-1414- (=30

=2—6i+1i— 3i
=2-5+3 (dai®=-1)
=5—5i

76 = (5 — 5i)(1 + 3i)
=5-14+5-3i —5i-1—5i-3i
=54 155 — 51 — 1542
=5+10i+15 (dai®=-1)
=20+ 10

st 20 + 10:.

ur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.1: Lineare Gleichungen

a) 12—x="7 S r=25
b) 13—z =—4 =17
17 —
c) 73x=5 S z=2
5.2 — 25
i Sr=3
2
2-x
e) 5'1:—T=2'1:+13 —z=5
8.
f)6—7§=—2m+8 S z=3
10 —
g) xxzw —S2=05
11
n LT sz=3
44z
2.0 -2
i) 3+:3-x+4 —r=2
. 24 - x
) omesa ~e=te
(z+1
k)i%;l=g+m Sr=1
1
1)%—3(3—@:4+§ Sr=4

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.2: Summenoperator (1)

10
a) Y. i=1+24---+10=55
=1
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10 10
b) 100 - k& =100- > =100 - 55 = 5500
k=1 k=1

10
¢) Y. 3=34+3+3+---4+3=10-3=30

n=1
5
d) S(—-1)2=12+224+32+4%=30
=2
5

- -
e) 3 - — = 012+ 23+ Ha+ 45 = 16360 = 2,716 ~ e

i=1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.3: Summenoperator (2)

10 10
a) Z(40~i—220):40-<Zi>—10-220:0

i=1 i=1
12

b) Y (i2-9-i)=—12
c) 263 k- F=2)_ 95

k=—3 3
-5

d ¥ (k-(k+1)=0

k=—3

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.4: Umindizierung (Summenzeichen) v1

5
. 5 e k2 =
a Hier geht es zu Losungshinweisen. =
k=2

Substitution: j =k — 1, also k :_j + 1.

Neue Grenzen: j =1 bis j = 4.
4

SR =R (41— 3 (P24

Jj=1

i=1 =1
=(12+22+324+4%)+2(1+2+3+4)+4
=(1+4+9+16)+2(10) +4=30+20+4 = 54.

4 4 4
=Y i?+2>i+>1
=il

10

b) Hier geht es zu Lésungshinweisen. Z (2” + ].) =
n=0

Summe der ungeraden Zahlen:

10

> @n+1)=1+3+5+---4+21.

nDigs ist eine arithmetische Summe mit:
ap=1,d=2,n=11.

Die Summe einer arithmetischen Reihe lautet:
Sp=2(a1+ay) =% -(1+21)=21.22=121.

4
C) Hier geht es zu Losungshinweisen. Z Z (Z —+ j) =
=1 3

Jj=t
Berechnen Sie die Summe explizit:

24) 25)(1'+j)= I+D)4+1+2)+(1+3)+(1+4)+(1+5)
i=1 j=i

20
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+{2+2)+2+3)+(2+4)+(2+5)
22
+1B+3)+B+4)+B+5) |+ | (4+4)+(4+5)
21 17

=20+22+ 21+ 17 = 80.

> (~1F k=

k=1

d) Hier geht es zu Lésungshinweisen.

Substitution: j = n — k + 1 verdndert das Vorzeichen der Terme:

S (=1 k= 30 (—1)nit

k=1 j=1

Die Summe ergibt fiir ungerade n Null und fiir gerade n den negativen Restterm.

> ()2 =

k=0

Dies ist die binomische Formel: Y (}) - 2% =
k=0

e) Hier geht es zu Lésungshinweisen.

(1+2)" = 3",

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.5: Mehrfachsummen

a) |

/\ '—h
||Mm

24)(2 k+i)=(@A4+1D)+6+1)+@+1)+4+2)+(6+2)+(8+2) =45

=2
Au ich: Wir berechnen die inneren Summen zuerst:
+1)=2-24+41)+2-3+1)+(2:44+1)=5+7+9=21
k:2
4
>(2k+2)=(2-242)4+(2-3+2)+(2-4+2)=6+8+10=24
k=2

Nun summieren wir die beiden Ergebnisse: 21 + 24 = 45.

2 3
b) S S (i-k)=0+0+0+1+24+3+2+4+6=18

i=0 k=1
3
Ausfithrlich: Fir¢=0: >, (0-k)=040+0=0
k=1
3
Firi=1:>(1-k)=1+2+3=6
k=1
3
Firi=2:5 (2-k)=2+4+6=12
k=1

Gesamtsumme: 0+ 6 + 12 = 18.
4 3
o) ¥ Y(@+5%)=
i=1 j=1
Wir berechnen fir jedes i :

3
Firi=1:Y (12+;2)=(1+1%)+(1+2%+

(1+3%)=2+5+10=17

(9+32) =10+ 13+ 18 =41

j=1
3
Firi=2:> 22+ =(4+1%)+(4+2%)+(4+3%)=5+8+13=26
j=1
3
Firi=3: 3 (3+5%)=9+1%)+(9+2%) +
] 1
Firi=4: 2(424-]) (16 + 12) + (16 + 22) +

Gesamtsumme 17 4+ 26 + 41 + 62 = 146.

(16 + 3%) = 17 + 20 + 25 = 62
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i=4:(=1)"7 .4

5 & 1 12019 _
4 X ]Zl—szzs,?)?,sm
Ausfiihrlich: Wir berechnen jede innere Summe fiir jedes i :
Fﬁrl_l.]i1%:1

S 1 1 1 11

Fm¢:323?7:§+6+5215
Gesamtsumme: 1+Z+%+§+%:%:3’3386T'
e) i i(—l)”j«i~j:4

Ausfiihrlich: Zuerst berechnen wir die Produkte fiir jedes Paar (i, j) :
i=1:(-D)" . 1.j=-1+2-3+4=2
i=2:(-1)21.2.7=2-4+6—-8=—4
i=3:(-1)%7.3.j=-3+6-9+12=6

j=4-8+12-16= -8

Gesamtsumme: 2 —4+6 —8=—-4+4+6 =4.
2 2 2
f) 222 2G+i+k)=
i=1j=1k=1
Berechnung fiir jedes Tripel (i, j, k) :
(i,j,k) =(1,1,1):1+1+1=3, (1,1,2):1+1+2=4
(1,2,1):14+2+1=4, (1,2,2):142+2=5

(2,1,1):24+1+1=4, (2,1,2):2414+2=5
(2,2,1):24+2+1=5, (2,2,2):24+24+2=6
Gesamtsumme: 3+4+4+5+4+5+5+6 = 36.

IR
g XX Yijk=
i=1j=1k=1
Gegeben ist die dreifache Summe:

3 3 3
22D ik
i=1 j=1 k=1

=1 k=

Wir 16sen diese Summe schrittweise:

(1+2+3))
=1 j=1k=1 =1 j=1
3 3
=>.> (ij-6)
=1 j=1
3 3
—6.3°> 0
=1 5=1
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Nun berechnen wir den inneren Teil der doppelten Summe:

Zuerst berechnen wir fiir jedes ¢ die Summe iiber j:

3
dicj=i-(1+2+3)=i-6

<.
I
—

Somit ergibt sich:

&
Zzyzz -(142+4+3)=6-6=136

1j= =il

Mw

.
Il

Setzen wir dies in die urspriingliche Summe ein:
6-36 =216
Daraus folgt:
3 3 3
>33 ik =20
i=1 j=1 k=1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.6: Einfache Aufgaben zu Produktoperatoren

[OpenAI2024ab]
4
a) Berechnen Sie das Produkt [] 4.
i=1
4
[[i=1x2x3x4=24
i=1

5
b) Berechnen Sie das Produkt [] (k+ 1).
k=1

5
[[k+1)=2x3x4x5x6=720
k=1

6
¢) Berechnen Sie das Produkt [] (2n —1).

n=2

6
[J(2n—1)=3x5x7x9x11=1039

n=2

_m
m+1°
1 +

d) Berechnen Sie das Produkt

=L
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:jm
3
+‘3
-

I
N =
X
W N
X
=~ w
X
SIS
X
o ot
I
| =

3
ﬂ‘

e) Berechnen Sie das Produkt [] (1 = %) fiir n = 4.

p=1 b
4
3) = (5) < (- z) < (-5) < (- 9)
[Ht-5)=(1-5)x(1-5)x(1-5)x(1-=
p_1< p2 12 22 32 42
3 8 15
—OXZX§XE 0

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.7: Fakultiten
a) b!=1-2.3.4-5=120
b) 10! = 3628800
) 8!—31'=40320—6=40314
d) 6!-4!1=720-24 =17280

¢

0 120 1-2-3-..-12 1
13! 1-2-3-..-12-13 13
14!

f) E_13-14_182

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.8: Aufgaben zum Kopfrechnen
a) 9-11=(10—-1)-(10+1) =10%2 - 12 =100 — 1 = 99
b) 192 =(20-1)2 =202 -2-20-1+ 12 =400 — 40 + 1 = 361
) 18-22 = (20 —2) - (20 + 2) = 20% — 22 = 400 — 4 = 396
d) 252 =(20+5)2 =202+2-20-5+ 5% =400 + 200 + 25 = 625
e) 13-17=(15-2)-(15+2) = 152 — 22 =225 — 4 = 221
f) 352 = (30+5)2 =302+2-30-5+ 5% =900 + 300 + 25 = 1225
g) 27-33=(30—3)-(30+3) =302 — 32 =900 — 9 = 891
h) 452 = (50 — 5)2 =502 — 250 - 5 + 52 = 2500 — 500 + 25 = 2025
i) 39-41=(40—1)-(40+ 1) = 402 — 12 = 1600 — 1 = 1599
j) 552 = (50 4+ 5)2 =502 +2-50 -5 + 5% = 2500 + 500 + 25 = 3025
k) 49-51 = (50 — 1) - (50 + 1) = 502 — 12 = 2500 — 1 = 2499
1) 652 = (60 +5)% =60%+2-60-5+5%= 3600+ 600 + 25 = 4225
m) 57-63 = (60 —3) - (60 + 3) = 602 — 32 = 3600 — 9 = 3591
n) 752 = (70+5)2 =702 +2-70 -5+ 52 = 4900 + 700 + 25 = 5625
) 69-71= (70 —1)-(70+1) = 702 — 1% = 4900 — 1 = 4899
p) 85%2=(80+5)? =80%+2-80-5+ 52 = 6400 + 800 + 25 = 7225
) 77-83 = (80— 3)- (80 + 3) = 80% — 32 = 6400 — 9 = 6391
r) 952 = (100 — 5)% = 100% — 2 - 100 - 5 + 52 = 10000 — 1000 + 25 = 9025

o

o

te]
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s) 89-91=(90—1)-(90+ 1) =90% — 12 = 8100 — 1 = 8099
t) 1052 = (100 4 5)2 = 1002 4+ 2 - 100 - 5 + 52 = 10000 -+ 1000 + 25 = 11025

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.9: Binomische Formeln

a) 51-51=>50%+2-50-1+ 1% =2500+ 100 + 1 = 2601
b) 392 = (40 — 1)2 = 1600 — 80 + 1 = 1521
¢) 1040% = (1000 + 40)? = 1000000 + 2 - 1000 - 40 + 1600 = 1000000 + 80000 + 1600 = 1081600
d) (z-y)?—(z+y)?+4zy=0
e) (s—t)2+2(s—t)(s+t)+(s+1)?—3s2=s2
f) (4s—3t)2—(2s+1)2 +8st —2(s—t)(s+1t) —10(s — )2 =0
&) o+ (~1+ yET) (-1 - ) = 1
h) x? — 2zy + y? 22 — 4zy + 2y .

222 —dxy +2y?  4a? — 8xy + 4y?
N CRT

G—ap @

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

0

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.10: Binomischer Lehrsatz

) @9 = Q) a+ ay+ Qo + ()5 =2+ 307 + 3a7 4

b) (z—y)*=(5) 2>+ () 2*(=y) + (3) z(—y)* + (3) (~v)? = 2 = 3a?y + 3wy® — °
¢) (a+0b)®=a’+5a*b+ 10a3b? + 10a2b® + 5ab* + b°

d) () =5

e) (;)=0

f) (1) =35

g) (54) =2925

h) (52) =50721

D (a+i-0)" =3 (ot = ¥ QDI i B ()T e
k=0 k=0, k=1,
k gerade k ungerade
wobei j die imaginére Zahl bzw. imaginidre Einheit ist.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.11: Quadratische Gleichungen
22 —6-24+8=0—121=2; 2, =4
3. 2243 246=0—>x21=—-1; 25=2
—4.22-8.z+15=3—>2,=-3; z2=1
10-10-z—22=35 > 21 =29 =5

E& g e
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e) 2-2—2—0,52% =2 — keine Losung in R
f) 4.22+7=8— 11 =—-0,5; 22 =0,5

1 1
B) B4 — U= aI=— 5w =g

h) 5+ 2%=—(2 -2+ 1) — keine Losung in R
i) 2~m—%~m2:7—>x1:x2:7

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.12: Bruchrechnung (1)

12 3-4 4
» 5355 0
45 5
b) §=3=29
42 3
C) %2120775
65 13 _
) 5= 3 —43

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.13: Bruchrechnung (2)
1522y 1 _
Y T, 52.9 5 O
2-x-y
4 z-2-2)y
2-.x—4-y 2-(x—2-y)
z—2-y  (z—2-y)

b) — 1

=5

c)

) 4.2%.y
P
2-x-2-y

822 —4.2-y 1

ST Y Cp—05
© Toz_8.4 2°° 0%
3.0-4-
f TR

4.-2-3-y

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

1

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.14: Bruchrechnung (3) v1

1 3 2 1
W 3t T3tz =Ll
1 1
b) —§+1—=@

o
N~—
Wl ks ot

o
S~—
N =~ 7 N O N

[¢]
S~—
‘CXJIH
I
||—l|®|»—~
Il
[
—_
ix
Il
[o]

3 2
4 3 12
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x 122 + 96
3 112 (5'*4) _ T3 _122+96 % _(Bz+24) -z
L 6t12.2).4 (1204 2 (6+12z)-4 12246
2-x 2x
|z (x+8)
| 4z 42

. 3 1 3 B

) (5-3) (n-32) -

y _Sa=3y 1 3]_
) 12~m2—6-x-y7{ 4- ]_

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.15: Umwandlung Bruch in Dezimalbruch

[OpenAT2024i]
a) Wandle den Bruch % in einen Dezimalbruch um.
1234
—— =~ 0,21
5678 02173
b) Wandle den Bruch % in einen Dezimalbruch um.
9876
£13 1,8182
¢) Wandle den Bruch ;g—‘;’é in einen Dezimalbruch um.
7654
— 41
3210 2,38

d) Wandle den Bruch %gg in einen Dezimalbruch um.

1357
— = 4
168 0,5498

e) Wandle den Bruch g%ég in einen Dezimalbruch um.

31415

— =~ 1,1
27182 /1555

f) Wandle den Bruch 1%33 in einen Dezimalbruch um.

14142

——— ~ 0,81
17320 08163

g) Wandle den Bruch 1228 in einen Dezimalbruch um.

12345
=070 181
Grsy L8183
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h) Wandle den Bruch 948372615 in einen Dezimalbruch um.

98765
Top 228548

i) Wandle den Bruch Llégg in einen Dezimalbruch um.

11223

——— ~0,2519
44556

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.16: Umwandlung Dezimalbruch in Bruch

1
a) 0,25 = 4_1
1
b) 0,0625 = -
7
¢) 0,21875 = -

559
d) 8,734375 = —— = 847

64
_ 4
e) 0,4:§
__ 53
f) 053 =5
2) oz =20 _ 10
’ 999 37
_ 20 7
h) 0.38 =599 = 15
__ 161
) 0,162 = 5o
oo 3430,
j) 3,4334 = 599~ 3533

2805083 _ 5307583
1248 750 1248750

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

k) 2,2463127 =

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.17: Kettenbriiche

21 7 1
- L _34=
8 5= 3=3%3
17 7 1 1 1
b) —=1+—=14+-F~=14—%=1+ =1+
10 10 10 3 1 i
— 1+ 2 1+ = 1+ ——
7 7 l 241
3 3
3 _ a4 g1, L, L, 1
C) H = 3+ H =3+ 1T = + — 3 = + T = + 1
—= 2+ = 2+ — Db —
4 4 4 4l
3 3
Quelle: http://groolfs.de/Verschiedenespdf/Kettenbruch.pdf; Abruf 2024-08-28
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1
d) V5 Ansatz t =4+ - —» V5=2+
x

4+ !
4+ !
44 ...
1
e) Vv10; Ansatz x =64+ — — /10=3+ ]
x
6 +
6+ !
6+ ---
1 1
f) V3; Ansatz t =4— — —» V/3=2— .
%
4—
4 1
4—
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.18: Liingere Kettenbriiche [OpenAI2024j]
a) Berechne den Wert des Kettenbruchs mit 10 Gliedern:

1
14

2+

3+

4+

5+

6+

7
+ 1
8+

9+
Der Wert des Kettenbruchs mit 10 Gliedern ist:
1+ L ~ 1,61798
24+

3+

4+

5+

6 +

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.19: In Kettenbruch entwickeln [OpenAT12024k]

a) Kettenbruchentwicklung von ggggég Um ggggég in einen Kettenbruch zu entwickeln, verwenden wir
den euklidischen Algorithmus:

365249 1o 249
365000 365000
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Nun entwickeln wir den Bruch weiter:

365000

249 1
365000 1465 aly

2.927 927

Da die Berechnung des Kettenbruchs etwas aufwendig ist, zeigen wir hier nur die Hauptschritte und das
Endergebnis:

365249 1 1
365000
1465 +
94—
: 6+ !
3
Detailschritte der Berechnung 1. ggggég 1+ 362540900 2. 362540900 ~ 1465.46, also 362540900 = 1465+ = 3.
249
20 ~ 541, also 50 = 5+29 4. 38 ~ 1.586, also 22 = 1+17 5. 22 ~ 1.706, also 3T = ] 1% 6. 1 ~ 1.416,
also17 1+5 715—2—24 alsoﬁ—2+%8.5:2_5,alsog:2+19 —2,also%:%

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.20: Dreisatz und Verhiltnisrechnung
a) b Arbeiter melken 5 Kiihe in 15 Minuten. Wie lange braucht ein Arbeiter fiir 10 Kiihe?

Wenn 5 A 5 K in 15 min melken,

braucht 1 A fir 5 K 75 min,

somit 1 A fiir 10 K 150 min

bzw. 5 K/5 A=15 min | *5

<5 K/1 A=75 min | *2

<10 K/l A=150 min

Ein Arbeiter braucht fir 10 Kiithe 150 min.

b) 2 Walzen formen 10 Axte in 2 Minuten. Eine fillt aus. Wie viele Axte kénnen in 30 min produziert
werden?

5A/2 W = 10 min | -2

< 5 A/1 W=20 min |-30/20

< 75 A/1 W = 30 min

In 30 min koénnen nach Ausfall einer Walze 75 Axte gefertigt werden.

¢) Pro Auto werden 5 Reifen und 5 Felgen bendtigt (Ersatzrad!). Je montierter Felge werden 5 Muttern
bendétigt. Es werden 1 Mio. Fahrzeuge produziert. Wie viele Reifen und wie viele Muttern werden
bendtigt?

1 PKW — 5 Reifen — 5 Felgen — 4 montierte Felgen | 5 Muttern je montierter Felge
< 1 PKW — 5 Reifen —5 Felgen — 20 Muttern | 1 Mio. PKW

< 1 Mio. PKW — 5 Mio. Reifen — 5 Mio. Felgen — 20 Mio. Muttern

Es werden 5 Mio. Reifen und 20 Mio. Muttern benétigt.

d) Ein Wiirfel von 10 cm Kantenlinge wird auf die halbe Hohe gestaucht. Wir gehen von Volumenkon-
stanz, Gleichmaffumformung und Inkompressibilitdt aus. Welche Kantenldngen hat das Objekt nach der
Stauchung?

Vvorher = Vnachher

ad Lvorher & Bvorher £ Hvorher = Lnachher £ Bnachher & Hnachher
mit

Hnachhcr = 1/2 * Hvorhcr

und

Lnachher = lL 3 Lvorher
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Bnachher = bB 3 Bvorher

ad Lvorher B3 Bvorher £ Hvorher = lL * Lvorher £ bB B Bvorher B Hvorher * 1/2
<:>1:lL*bB*1/2

Da wir Gleichmafl annehmen, gilt:

lL=0bb =k
Sl=kxkx1/2
&2 =k?

ek=2 | negative Werte physikalisch sinnlos

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.21: Prozentrechnung

a) Der Garantiezins einer Lebensversicherung betrigt 0,9 % p. a. Sie schlielen am 21. Geburtstag einen
Vertrag an, der zum 67. Geburtstag zur Auszahlung fillig wird, mit einer monatlichen Pramie von
150 EUR.
Wie viel Zinsen hat die erste Rate ergeben? Wie viele Zinsen gab es auf die letzte Rate?

Die erste Rate wird 46 Jahre mit 0,9 % p. a. verzinst.

— Zinsertrag = 150 EUR - 1,009%6 — 150 EUR ~ 76,51 EUR

Die letzte Rate wird nur einen Monat lang verzinst.

Der Monatszins ist /1,009 — 1 ~ 0,00075 = 0,075%.

Somit erhalten Sie ca. 0,11 EUR Zinsen.

b) Sie schliefen einen Kredit fiir einen Hausbau mit endfélliger Tilgung ab, d.h. Sie zahlen zunéchst
nur jahrlich endféllig Zinsen, die Tilgung am Ende der Laufzeit.
Sie schliefen 500.000 EUR Kredit ab, haben 10.000 EUR Gebiihren dazu, eine Laufzeit von 10 Jahren
und 4 % Zins (6% ,8 %) p.a.
Wie viele Zinsen zahlen Sie in Summe?
Kreditsumme = K = 500.000 EUR + 10.000 EUR = 510.000 EUR

204.000 4%
Zinsen Z = 10 j4nre * K * Zinssatz = { 306.000 6%
408.000 8%

Sie haben dann aber immer noch 510.000 EUR Schulden, die sofort fillig sind.
Das tibersehen viele und haben dann keine Anschlussfinanzierung.

Quelle: Die nachfolgenden 10 Aufgaben, Losungen und der Latex-Code wurden mit ChatGPT erstellt.

¢) Ein Kapital von €5.000 wird zu einem Zinssatz von 5% pro Jahr fiir 10 Jahre angelegt. Berechnen
Sie den Endbetrag. Endbetrag = 5.000 x (1 + 1%)10 = €8.144,47

d) Wie viel muss heute angelegt werden, um in 15 Jahren bei einem Zinssatz von 4 % pro Jahr einen

Betrag von €10.000 zu erreichen? Barwert = % = €5.536,95
100

e) Ein Kapital von €7.000 wird fiir 8 Jahre zu einem Zinssatz von 3,5 % pro Jahr angelegt. Wie hoch
ist der Endbetrag? Endbetrag = 7.000 x (1 + %)8 = €9.124,19

f) Berechnen Sie den Barwert eines Betrags von € 20.000, der in 12 Jahren fillig wird, bei einem Zinssatz
von 6 % pro Jahr. Barwert = 22900 — €9 928,76

(1+155)
g) Ein Kapital von €3.500 wird zu einem Zinssatz von 2,5 % pro Jahr fiir 5 Jahre angelegt. Berechnen

Sie den Endbetrag. Endbetrag = 3.500 x (1 + %)5 = €3.957,72

h) Wie viel muss heute angelegt werden, um in 10 Jahren bei einem Zinssatz von 7% pro Jahr einen

Betrag von €15.000 zu erreichen? Barwert = —2990 - — €7.624,95
2 (+13)

i) Ein Kapital von € 1.000 wird zu einem Zinssatz von 5,5 % pro Jahr fiir 20 Jahre angelegt. Wie hoch

ist der Endbetrag? Endbetrag = 1.000 x (1 + %)20 = €2.918,58

j) Berechnen Sie den Barwert eines Betrags von € 50.000, der in 25 Jahren fillig wird, bei einem Zinssatz

von 4,5 % pro Jahr. Barwert = % = €15.404,96
100
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k) Ein Kapital von €8.000 wird zu einem Zinssatz von 6 % pro Jahr fiir 10 Jahre angelegt. Berechnen
Sie den Endbetrag. Endbetrag = 8.000 x (1 + %)10 = €14.310,13

1) Wie viel muss heute angelegt werden, um in 30 Jahren bei einem Zinssatz von 3 % pro Jahr einen

Betrag von € 100.000 zu erreichen? Barwert = % = €41.196,75
100

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.22: Gleichungen mit Hochzahlen v1

a) (1—2)*=27—|z=-2|
b) (x—1)7 =128 = |z = 3]
¢) 2(x—2)5=64—|z=4]
d) (x427)92=2->|2z=25]

_..)\0,25
o 2B o [e=4]
_.N\0,5
f) (6@%23%
24)\ >
o (S5) -3

1 (20-4\° 1
W Tz ) Ti o P S e oY= —2= Y26z =0ve =4
) 356 ( 2 ) 5 (2 2) S @-2)P=26or-2=V256s|z=0Vz

+2
i) V22— 6=2—[z=5]
/81(z —3) =3 = |z = 6]
k) 3/2Bz—17)=2—
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.23: Potenzen und Wurzeln (1)
3 4
S MTC
914
57.(2.5)3.217 _
(2 o % a 5)10 -
C) (22' )2 s (2- )2
2-(7-3-2)*
(2%)-(2-33.273.34.(2.5)°
8.(2-3)73.5-7.22.3-7.(2-5)2
(2-3)%-33. (771.2)*. (32.72)?
9-1.7.92 _1. 2-2.54.7-1 _1_ 3.5)4.924
(
(2ab_1)3 . (2_3ab_1)_2
2ab(ala_2)2 . (2_3a—1b)_2
g) 4. a(m+1)~n LqmTm . (aanrm)*l —4

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

a

b)

)

3

e) =4
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.24: Potenzen und Wurzeln (2)
a) VV16a222 - Vadz - Vabz3 =2
=il
b) /20yt (z* - ¢®) g <\/2_4) =
4
(:170’2 . yz)—S ) ( /505 - 3 - yQ)
c =F)

2 .Z‘_O’5
4 /9 . —
d) ( a:y) 0,5-y 2
10
e) <3\/a0’6~ 4\/a—074> =a
2
o ) i
f) 81 s 1

g) 3\/16:10344 . 3\/4;52?42 . 3’\/1*3y*6 =4

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.25: Logarithmus (Logarithmengesetze) v1

a) logya —logy b — logy o/ Va,b#0
b) log(z + y) — logz — log (m_—l—y) = log (1 + ¥/z)
T

b 1
c) log, i log, b — log, -

b 2
d) log, . + log, b — log, "

e) (loga a2)73 + (loga 1)3 — /8

1
h) log, % +1log, — — 0
T

i) _% .log(gcQ cyT2. z) + % -log(ac_1 cY - z) — log¥/x

1
j) log, va+1log,\/(a-b)~1 + 5 -log,b— 0

Quelle: http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf; Abruf 18-MAI-2023
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.26: Logarithmus

a) 1,05 =2 — 1~ 14,21

b) 1,1* = —x=m2n1,1 7,27

c) 1,05 =3 — x =I3/In1,05 & 22,52

d) 1,1892%7 =4 — x =m4/In1,1802 & 8,00

e) 1,0410.1,03* =3 — x =~ 23,90

f) 200-1,02% = 250 —x~ 11,27

g) In(e”) =13 —x =13
© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 242
Alle Rechte vorbehalten B. Losungsvorschlige (Alle)

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist

ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.


http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf

B. Lésungsvorschlige (Alle) =%BD .. IDM Dh m it

Managementberatung Niirnberg

h) 4%(==3) = 24 —z=4
) (2=2)* =16 —sz=3
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.27: Logarithmengleichungen im Korper der reellen
Zahlen
Quelle: https://de.serlo.org/mathe/26262/aufgaben-zu-exponential-und-logarithmusgleichungen; Abruf 2024-08-28
a) lg(x—2)+1lglz+2)=1—
<:>lg((x—2)-(:z:+2)) =1 & lglz2-4)=1 & 22-4=10 & 22=14 = z=+14~3,74
Die zweite Wurzel —+/14 liegt nicht im Definitionsbereich.
b) logs (x) + logy (z—4) =2 — 2 + /29 ~ 7,385
c) logs (22 + 1) =logg (v +4) + 1 — Keine Losung im R; in C wére z = —11
49
d) log, (z+1)—log, (z—3) =2 — 15
e) log, (3z—5) =log, ( + 3) + log, (2) — 11

f) 2-log, (z—2) =log; 3z +1) — %ﬁ ~ 5,54
16
g) logs (2x +1)—logs (2—3) =1 — 3

1:2

2

(f-—l)Q =e! & 2?=e-(@®+2-2+1) & (e—1)-2?4+2-e-xz+e=0 Mitternachtsformel:
x
r1 = ve ~ —2,541 — keine Losung, da = < 0.
1—4/e
To = — ve ~ —0,622 — keine Losung, da z < 0.
1—+/e

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.28: Polynomdivision
a) (2 —222 -5z +6)/(x—1)=22—-2—6
b) (3z3 — 1022+ 7z —12)/(z —3) =32 —z + 4
c) (x3—62%2+11x—12)/(x —4) =% - 22 +3

d) (=623 + 522 + 14z — 12)/(—22 +3) =322 + 22 — 4

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.29: Partialbruchzerlegung

1
a) Es soll die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion f(z) = s p— bestimmt werden.
5 = @ b @ =
— Hierzu werden die beschriebenen Schritte einzeln abgearbeitet.

1. Schritt 1 ist hinfallig, da es sich bereits um eine echt gebrochen rationale Funktion handelt.

2. In Schritt 2 erfolgt die Bestimmung der Nullstellen des Nenners v(x) = 23 — 22 + x — 1. Durch
Ausprobieren findet man die erste Nullstelle z; = 1. Nun kann mittels Polynomdivision der
Linearfaktor (x — 1) aus dem Polynom ausgeklammert werden und man erhélt als anderen Faktor
das Polynom z2 + 1:
vir)=2* -2 +z—-1=(x—1)- (z2+1)

L J
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Mithilfe der Mitternachtsformel lassen sich dann die letzten beiden Nullstellen o = ¢ und 3 = —1
finden.

3. Nun, in Schritt 3, werden fiir diese Nullstellen die Partialbriiche bestimmt. Da es sich bei 1 = 1
um eine einfache reelle Nullstelle handelt ist das zugehorige Polynom 4
T = oy
Die beiden anderen Nullstellen sind einfach echt komplex und komplex konjugiert zueinander. Zu

ihnen gehort demzufolge der gemeinsame Partialbruch
a21Z+by1  _ a21x+bor .
(x—1)-(x+7) 241
az1x+b
xZax?y — 291:24’,121

4. In Schritt 4 den Ansatz aufzustellen ist nun ein Leichtes:

1 = ou 4 a21T+boy
r3—x2+x—1 rz—1 241

5. Durch Multiplikation der Gleichung in Schritt 5 mit dem Nennerpolynom v(z) = 23 —22+x—1 =
(¥ — 1) - (22 4+ 1) erhélt man:
= aiq (2172 + 1) + (02117 + bgl) 0 (LE — 1)
Ausklammern und Umordnen ergibt:
1 =anz®+ a1 + a212% + ba1x — a1 @ — bay = (a11 + a21)@? + (bay — az1)z + (a11 — ba1)
Der Koeflizientenvergleich liefert folgendes Gleichungssystem:
ain +az =0
ba1 — a2 =0
aj; —by =1
Die Losung dieses Systems lautet:

a11 = 3,021 = ba1 = —3.
Somit besitzt die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion f(x) = m folgende Form:
1 1 1
—3Tt—3

1 3 4 Z2%T 73

3 —x2+x—1 rz—1 x2+1
Eine alternative Losung ergibt sich im Komplexen, wenn man den Nenner vollstdndig faktorisiert:

1 B 1 B 1
@ —-2’+2-1) (@-1D@E*+1) (z-DE-j+))
1 A B
Ansatz mit komplexen Linearfaktoren: - — = + -+ © -
(-D@E-j+]) z-1 z-j z+]

Auf Hauptnenner bringen: 1 = A(z —j)(x +j) + Bz — 1)(x +j) + C(x — 1)(x — )

Bestimmung der Koeffizienten durch Einsetzen der Polstellen:

Zu zerlegen:

DBeiz=1: 1=A1-j)1+j)=A(1-P)=A.2 = A:%_

2)Beiz=j: 1=BG—-1)(+i)=B(—1) 2=B(@2?-2)=B(-2-2)
1 1 1—j 1—3 1 j
et B = - = — - = — = = = = —— + =.
—2-25  201+j))  20+)a-j 4 4 4
) Beiz=—j: 1=C(-j—1(=j—j)=C(=j—1)(=2j) =C (2> +2j) =C (-2 +2j)
11111 14§\ 1 i
— STy 2 -1 2 ( 2 >_ 171
1 1 _14 _1_ i
Ergebnis (komplexe Linearfaktoren): o =) + ;_ j4 ;+ j4 .

Kontrolle: Riickfithrung auf reelle Zerlegung (Die beiden konjugierten Terme vereinigen sich zu einem
reellen Bruch:)

et S Sk SR 6 Sk B 0 AN A R BN O ) G )
j r—j T+] 4 2 +1 2 +1 '
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1 Q-+ +A+HP-)) _ 1 20+2  z+1

4 x?+1 T4 22+1 2(z24+1)°
Damit (Kontrollform):

1 1 a1l
B—224+z—-1 2z-1) 2@2+1)

Quelle: https://studyflix.de/mathematik/partialbruchzerlegung-1499

b) Um die Stammfunktion einer rationalen Funktion zu finden, kann es hilfreich sein, deren Parti-
1

albruchzerlegung zu betrachten. Bereiten Sie die Funktion f(x) = % entsprechend vor. —
2 -3z

Die Nullstellen des Nennerpolynoms v(z) = 2% — 3z + 2 lassen sich mithilfe der Mitternachtsformel

berechnen. Sie lauten 21 = 1 und x5 = 2. Da beides einfache reelle Nullstellen sind, sieht der Ansatz fiir

die Partialbruchzerlegung folgendermaflen aus:
2+l _ e | an

z2—-3z+2 z—1 T—2

Durch Multiplikation mit v(x) = 22 — 3z + 2 ergibt sich:
x+1l=ay - (x—2)+an (x—1)

Nach Ausklammern und Umsortieren erhélt man:

z+1= (a1 + a21)x — 2a11 — az

Koeffizientenvergleich fiihrt zu folgendem Gleichungssystem:
a1 +az =1

—2a11 —ag =1

Als Losung dieses Systems ergibt sich a;; = —2 und a1 = 3.
Der Ansatz #ﬁ” = ML+ 22 Jiese sich auch mit Hilfe der sogenannten Zuhaltemethode bestimmen,

da das Nennerpolynom nur einfache Nullstellen besitzt. Dazu wird auf der linken Seite der Nenner in

seine Linearfaktoren zerlegt:

z+1 = 811 4 a2
(z—1)(z—2) z—1 z—2

Anschlieflend wird einer der Faktoren zugehalten. Wird der Faktor (z — 1) im Nenner der linken Seite

zugehalten, so bleibt nur noch (ifé sichtbar. Hierfiir wird nun der Grenzwert fiir z — 1 berechnet.

Dieser entspricht dann der Unbekannten, die auf der rechten Seite iiber dem Nenner x — 1 steht:

aqp = lim AL = —2
L rx—1 (z72)

Analog gilt:

ag, = lim 2L =
21 T—2 (z=1) S

Somit lautet die Partialbruchzerlegung:
@l _ =2 | 3

z?2-3z+2 = z-—1 z—2
Nun léasst sich die Stammfunktion F'(x) von f(z) ganz einfach berechnen:

F(z)=-2-ln|z — 1|+ 3 In|x — 2| + const.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

\.

Quelle: Quelle fiir Abbildung: https://ww.studienkreis.de/mathematik/permutation-variation-kombination/; Abruf 19-JUL-2023
Quelle: Quelle fiir Text: https://de.wikipedia.org/wiki/Permutation; Abruf 19-JUL-2023
Quelle: Quelle fiir Text: https://de.wikipedia.org/wiki/Kombination_(Kombinatorik); Abruf 19-JUL-2023

Quelle: Quelle fiir Text: https://de.wikipedia.org/wiki/Variation_(Kombinatorik); Abruf 19-JUL-2023

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.30: Kombinatorik mit Urnenmodell v1

Quelle: [OpenAI2024ac]

a) In einer Urne befinden sich 3 rote und 2 blaue Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, eine Kugel
zuféllig zu ziehen?

Es gibt insgesamt 5 Kugeln, also 5 Moglichkeiten, eine Kugel zu ziehen.
b) In einer Urne befinden sich 4 rote, 3 blaue und 2 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 2

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 245

Alle Rechte vorbehalten B. Lésungsvorschlige (Alle)

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist

ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.


https://studyflix.de/mathematik/partialbruchzerlegung-1499
https://www.studienkreis.de/mathematik/permutation-variation-kombination/
https://de.wikipedia.org/wiki/Permutation
https://de.wikipedia.org/wiki/Kombination_(Kombinatorik)
https://de.wikipedia.org/wiki/Variation_(Kombinatorik)

. . .. . IDM Technische
B. Lésungsvorschlige (Alle) HirED Bl venseementoeratung ‘ ’ I I I Hochschule

Kugeln nacheinander zu ziehen, wenn die Kugeln nach dem Ziehen nicht zuriickgelegt werden?
Die Anzahl der Moglichkeiten betragt (937!2)! = 72 (ohne Zuriicklegen).

¢) In einer Urne befinden sich 5 rote und 4 blaue Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3 Kugeln
gleichzeitig zu ziehen, wenn die Reihenfolge nicht beachtet wird?
Die Anzahl der Moglichkeiten betrégt (g) = 84.

d) In einer Urne befinden sich 6 rote, 4 blaue und 3 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3
Kugeln nacheinander zu ziehen, wenn die Kugeln nach dem Ziehen zuriickgelegt werden?
Die Anzahl der Moglichkeiten betriigt 133 = 2197.

e) In einer Urne befinden sich 4 rote, 3 blaue und 2 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 2
Kugeln zu ziehen, wenn die erste Kugel zuriickgelegt wird und die Reihenfolge beriicksichtigt wird?
Die Anzahl der Moglichkeiten betrdagt 9 x 9 = 81.

f) In einer Urne befinden sich 7 rote, 5 blaue und 3 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4
Kugeln gleichzeitig zu ziehen, wenn die Reihenfolge nicht beachtet wird?
Die Anzahl der Moglichkeiten betrigt ('7) = 1365.

g) In einer Urne befinden sich 5 rote und 6 blaue Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 4 Kugeln
nacheinander zu ziehen, wenn die Kugeln nach dem Ziehen nicht zuriickgelegt werden?

Die Anzahl der Moglichkeiten betriagt (111734)! = 7920.

h) In einer Urne befinden sich 8 rote, 5 blaue und 4 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 5

Kugeln gleichzeitig zu ziehen, wenn die Reihenfolge beachtet wird?
Die Anzahl der Moglichkeiten betragt (157) = 6188.

i) In einer Urne befinden sich 6 rote und 6 blaue Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 3 Kugeln
nacheinander zu ziehen, wenn die erste Kugel zuriickgelegt wird und die Reihenfolge berticksichtigt
wird?

Die Anzahl der Moglichkeiten betriagt 12 x 12 x 12 = 1728.

j) In einer Urne befinden sich 10 rote, 8 blaue und 5 griine Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, 6

Kugeln gleichzeitig zu ziehen, wenn die Reihenfolge nicht beachtet wird?
Die Anzahl der Moglichkeiten betrigt (%) = 100 947.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 8.31: Kombinatorik

a) In einer Urne befinden sich sechs verschiedenfarbige Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, die
Kugeln in einer Reihe anzuordnen?

Es wird keine Auswahl getroffen.—Permutation

Es gibt keine Wiederholung. —n! mit n = 6 ergibt sich n! = 720 Moglichkeiten

b) In einer Urne befinden sich drei griine und zwei gelbe Kugeln. Wie viele Moglichkeiten gibt es, die
Kugeln in einer Reihe zu ordnen?
Permutation mit Wiederholung

n! 5! 5% 4
kgelb! * kgruen! 3! x 2! 2

¢) Beim Lotto werden sechs Zahlen aus insgesamt 49 gewéhlt. Wie viele Moglichkeiten gibt es?
Kombination ohne Wiederholung

Anzahl der ausgewédhlten Objekte k = 6

Anzahl der Gesamtmenge an Objekten n = 49

Berechnung der Kombination: (Z) = (469) = 13.983.816

d) In einem Gefa$ befinden sich sechs verschiedenfarbige Kugeln. Es werden drei der Kugeln gezogen,
wobei die gezogene Kugel nach jedem Zug wieder zuriickgelegt wird (= mit Wiederholung).
Kombination mit Wiederholung

Anzahl der ausgewédhlten Objekte k = 3

Anzahl der Gesamtmenge an Objekten n = 6

Berechnung der Kombination: (”Hg*l) = (6+§71) = (2) =56
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e) In einer Kiste befinden sich sechs verschiedenfarbige Kugeln, von denen vier Kugeln gezogen werden.
Wie viele Moglichkeiten gibt es, die Auswahl von vier Kugeln zu ordnen?
Vari;ation ohne'Wiederholung
n! 6!
whl 6y 0
f) In einer Kiste befinden sich sechs verschiedenfarbige Kugeln, von denen vier Kugeln gezogen werden.
Nach jedem Ziehen wird die gezogene Kugel zuriick in die Urne gelegt. Wie viele mogliche Kombinationen
an gezogenen Kugeln gibt es? Variation mit Wiederholung
Anzahl n aller Objekte: 6
Anzahl k der ausgewéhlten Objekte: 4
n* = 6* = 1296

Quelle: https://www.studienkreis.de/mathematik/pernutation-variation-kombination/ g) Abel WOhnt in (0|0) und arbeitet in (8|8) Sein
Arbeitskollege Kain wohnt in (4]4). Abel fahrt jeden Morgen zur Arbeit und nimmt unterwegs Kain mit.
Auf wie viele Arten kann er das tun?

am L

(0io)
Abbildung B.1.: Wegekarte Kain und Abel

Es ist vorauszusetzen, dass er am Morgen friith keine Umwege macht.
Versuchen wir den Weg von Abel zu Kain zu beschreiben:

2 nach rechts: rr

3 nach oben: 000

2 nach rechts: rr

1 nach oben: o

das ergibt eine Kurzform: rrooorro
oder: ITTTO000O
oder: rorororo

»aus 8 Stellen werden 4 ausgewéhlt, um sie mit einem r zu besetzen*:

(3) = 70 auf den restlichen Stellen steht ein o.
Wir haben also von Abel zu Kain Méglichkeiten (i) =70

und eben so viele sind es von Kain bis zum Arbeitsplatz.
Total sind Wege moglich (i) . (Z) =70 %70 = 4900

Quelle: Quelle: https://sos-mathe.ch/s/s1/s12/aufg_s12.html h) Sie haben eine Elektronikproduktionslinie, fir die 20 dpm
(defects per million) auf Lotstellenebene angegeben ist. Sie produzieren Baugruppen mit 2000-3000
Lotstellen. Mit wie viel Ausschuss miissen Sie rechnen? Beachten Sie zunéchst, dass bereits eine defekte
Lotstelle zum Ausschuss der Baugruppe fithrt. (Wir lassen Spéterkennung im Feld aufier Betracht.)
So kénnten Sie fiir jede Fehlerzahl von 1-2000 (3000) die Uberlegung anstellen, wie viel Ausschuss bei
welcher Fehleranzahl zu erwarten ist.

Fiir die global Betrachtung ist aber nur wichtig, wie viele Gutteile Sie produzieren, alles andere ist
Ausschuss. Somit vereinfacht sich die Betrachtung wie folgt:

Ausschuss=1-Gutteile in Prozent

GUtteileprozent — (1 —920 dpm)Anzahl Létstellen _ (1 — 920 % 10—6)Anzahl Ltstellen

bei einem Board mit 2000 (3000) Lotstellen ergibt sich somit ein Ausschuss von

1 — (0,99998)2%90 = 1 — 0,96078905483150012649800813252218
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= 0,03921094516849987350199186747782 =~ 3,9% bzw.
1 —(0,99998)39%0 = 1 — 0,94176396851816385180840882032194
= 0,05823603148183614819159117967806 ~ 5,8%

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 9.1: Einfache Ungleichungen
a) Losen Sie nach z auf: x —8 < 19 =

Sie wollen, dass x alleine steht, also miissen Sie —8 von der linken Seite der Ungleichung ent-
fernen. Dies erhalten Sie, indem Sie auf beiden Seiten der Ungleichung +8 rechnen.

x—8< 19| +8

x <27

= L =]-00,27|

b) Lose nach z auf: 7—4-2>2-(5—z)—9=

7T—4-x >10—2-2—9 | Zusammenfassen
7T—4-x >1—-2-z

7T—4.zx >1-2.-z | =7

7T—4-z -7 >1-2-x—7

—4-x >—6-2-x |+2 -z

—2-x > —6 |- (-1)

2. <6 | =2

x <3

= L =]-00,3]

c) Losen Sie die Ungleichung: 3-2 —5<2-2+4 =

3rx—-5<2-2+4 = <9
d) Losen Sie die Ungleichung: 5 —2-(x —1) <3-24+7=

5—-2-(z—-1)<3-247 = 5-2-2+4+2<3.247 =
T—2-2<3-x2+7 = -2-zx<3-z =
0<5-2 = 0<z

e) T—3(x+2)>4x—-1)+2

7T-3xz+2)>4z-1)+2 =
7T—3x—-6>4x—4+2 =
1-3z>4x—-2 =
1+42>42x+3x = 3>T7r =
8>z = z<i

f) 5:0—-3<2-x+4-z+1

S5r —3<2zx+4+4rx+1 = bHr—3<6b6zx+1 =
3<zrz+1 = —-4d4<zxr = zxz>-4

g) 2-(x—4)>3-(x—2)—5

2-(z—4)>3-(z—-2)-5 = 2.z—-8>3-2—6—-5 =
2:0—8>3-z—-11 = —-8+1l>zxz =
3>r = x<3

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 9.2: Ungleichungen (1) v1
a)  Losen Sie fir z € R die Ungleichung |z + 3| < 2.
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ausz+3>0ANz < —1=x€[-3, —1]

ausz+3<0Az>—-5=zx¢€[-5 -3
= L =[-5,-1]
Quelle: [Sche21] Nr. 2 2).

b) Fiir welche z gilt 23 > 22 =

l1.Fal: z2+3>0 =2+3<2=2x<-1

22Fall: 24+43<0=—(z+3)<2=2z+3>-2=2>-5

A SR
—
A
&
A
N

0 > 1 keine Losung

Abbildung B.2.: Graph zu 23, 22, 23 > 22

r—1<0,z2—-2<0=2—1<z—2 keine Losung

r—2<0=2—1<2z—2 keine Losung

o D= nicht definiert
L 2<x z—1>0z—2>0=>2—1>z—2gilt fir alle z > 2
2.0
1.5
1.0F
0.5\
| | ‘ | | | :\ | | | | ‘ | | | ‘ | |
2 F\ 2 4 6

— 22 —-22>0+—> 22 (z-1)>0
1. z<0: 22 ist stets groBer Null, x-1 stets kleiner, keine Losungsmenge
2. z=0: Term ist gleich Null, keine Lésungsmenge
3. 0<z <1t da 22 > 0 +— (z — 1) > 0 keine Losung
4. z=1: Term ist gleich Null, keine Lésungsmenge
5 x> 1 Term ist stets grofer Null,
3.5F
3.0F
2.5
2.0 F
15
1.0 — 3
0.5F — z?
N F |
—_— F
-0.5 g 0.5 1.0 1.5
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r—1
>1
2

Abbildung B.3.: Graph zu

20+3 x-—1
>

4 2

2 +3 _ x—1
v T = 202z+3)>4(z—1)

= 4r+6>4r-4 =
6 > —4 (immer wahr)

e) —3(2z—-1)>5x+8

d)

—-3(2x—-1)>52+8 = —6x+3>5x+8 =
3>1lz+8 = -5>1lz = z<-%

f) 4o —7<3x+22x-5

dr —7<3x+2x—5 = 4dor—-7<bx—5 =
—T<x—-5 = 2<z = x>-2

r+2 2x-—5
<
8 3=
2 2r —5
”"; <T2 5 4@+ <30-5) =

dr+8<6x—15 = 8<2z—-15 = 23<2z = z2>2%
4-$—|—1>3-1:—2
2~ 3
4241 _3-2-2

h)

R = 34-z+1)>23-2-2) =
120 +3>6xr—4 = 62+3>-4 =
6r > -7 = x>-—

i) Losen Sie die Ungleichung: [2-2 — 3| <5

[SEN]

Fallunterscheidung;:

Fall 1:

2r—3>0 = 2x—-3<5

20 —3<5H = 2r<8 = x<4

Fall 2:

2r-3<0 = —(2x-3)<5

—(2z-3)<5 = -2243<5 = -2<2 = z>-1
Losung: -1 <x <4

j) Losen Sie die Ungleichung: |22 — 4| < 3

Fallunterscheidung:

Fall 1:

2-4>0 = 22-4<3

2-4<3 = 22<7 = VT<z< VT

Fall 2:

2-4<0 = —(z2-4)<3

(22 -4)<3 = 4-22<3 = 1<2? = z<-1 oder z>1
Lésung:—\/7<x<—1 oder 1<z<+V7

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 9.3: weitere Ungleichungen fiir Liebhaber
[OpenAT2024z]
a) Lose die Ungleichung = + 3 > 5.
r+3>5
z > 5 — 3 Die Losung ist x > 2.
x> 2
b) Lose die Ungleichung 2x — 7 < 3.
20 —7<3
20 <347
2z =10 Die Losung ist x < 5.
< 10
"I/‘ —
-2
r <5
c¢) Lose die Ungleichung —4x 4+ 8 > 0.
—4x+8>0
—4xr > -8
—8 Die Losung ist © < 2.
< —
<2
d) Lose die Ungleichung 3(x —2) < 2(z + 1).
3(z—2)<2(xz+1)
3r—6<2x+2 -
Die Losung ist z < 8.
3r—2xr <246
<8
e) Lose die Ungleichung 223 > 1.
Losung der Ungleichung
Gegeben ist die Ungleichung:
2
x4+ 3 -1
g7 = |l
Um diese Ungleichung zu 16sen, gehen wir wie folgt vor:
Schritt 1: Subtraktion von 1 auf beiden Seiten
Zuerst bringen wir die Ungleichung auf eine einheitliche Bruchform. Dazu schreiben wir die 1 als i—j
um:
2 3
TS 1>0
z—1
2¢0+3 z-1 >0
x—1 z—1
2 —(z—1
z+3—(z—1) 50
rz—1
20 +3—x+1
— >0
z—1
4
T o0
z—1
Schritt 2: Bestimmen der Nullstellen und Definitionsliicken
Die Nullstelle des Zéhlers ist:
r+4=0 = z=-4
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Die Definitionsliicke des Nenners ist:

r—1=0 = z=1

Schritt 3: Bestimmen des Vorzeichens

die Definitionsliicke entstehen: - Fiir z < —4 (z
r=0):3 =2 <0-Firz>1(zB. z=2):
Die Unglelchung ””+4 > 0 ist erfillt fur:

r<—4 oder x>1

Somit ist die Losungsmenge:

x € (—00,—4) U (1, 00)

f) Lose die Ungleichung 2% — 52 + 6 < 0.
Die Losung ist 2 < z < 3.

g) Lose die Ungleichung 42 — 22 > 0.
Die Losung ist 0 < x < 4.

h) Lose die Ungleichung 2% — 42 + 3 > 0.
Die Losung ist « < 1 oder = > 3.

i) Lose die Unglelchung 3-2>0.
Die Losung ist « > 8

j) Lose die Unglelchun
Die Losung ist —3 < z < 3 Wobei z # +1.

k) Lose die Ungleichung 2® — 622 + 9z < 0.
Die Losung ist x < 3.

1) Lose die Ungleichung i’ﬁfi > 0.

Die Lésung ist ¢ < —2 oder 0 < z < 2.

m) Lose die Ungleichung % — 422 > 0.
Die Losung ist z < —/2 oder z > V2.
n) Lose die Ungleichung |z — 2| < 3.
Die Lésung ist —1 <z < 5.

0) Lose die Ungleichung 3;—_:27 <1.

Die Losung ist > 7 oder = < —2.

p) Lose die Ungleichung log(z) > 2.
Die Lésung ist = > 100.

q) Lose die Ungleichung e* < 5.
Die Losung ist « < In(5).

s 57\']

Die Losung ist « € [6, 5

Die Lésung ist = € (’T BI).

t) Lose die Ungleichung 2% > x2.
Die Losung ist €] — oo, —2[U]0, oo].

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Nun untersuchen wir das Vorzeichen des Bruchs 5

.B.
+ —
2—

r) Lose die Ungleichung sin(z) > 1 im Intervall [0, 27].

s) Lose die Ungleichung cos(2z) < 0 im Intervall [0, 7].

:n+4

in den Intervallen, dle durch die Nullstellen und

—5): =+ = =1 > 0-Fir -4 <z <1 (zB.

6 > 0 Schritt 4: Losung
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 9.4: weitere Ungleichungen mit Fallunterscheidung
[OpenAT2024c]

a) Lose die Ungleichung |z — 3| < 5.
Die Ungleichung |z — 3| < 5 bedeutet: —5 <  — 3 < 5 Durch Addition von 3 zu allen Seiten erhalten
wir: —2 < < 8 Die Losung ist also z € (—2,8).

b) Lose die Ungleichung |2z + 1] > 3.
Die Ungleichung |22 + 1| > 3 bedeutet: 20 +1 >3 oder 2z +1< -3 Falll:2x+1>32:>2 =
x>1Fall2:22+1< -32r <-4 = 1z < —2 Die Losung ist also z < —2 oder x > 1, also
x € (—00, —2] U[1,00).
c) Lose die Ungleichung i—ﬁ > 0.
Betrachten wir die Falle:

e Falll: 2 —2>0undz+1>0

z>2 und z>-1 = x>2

e Fall 222 —-2<0undz+4+1<0
r<2 und z<-1 = zx<-1
Die Losung ist z € (—oo, —1) U (2, 00).
d) Lose die Ungleichung 3 < 1.

—4
Schritt 1: Umformen der 6ngleichung

Zuerst bringen wir alle Terme auf eine Seite, um eine Bruchungleichung zu erhalten:

x4+ 3
—-1<0
x—4 -

Jetzt schreiben wir den Term 1 als Bruch mit dem Nenner x — 4:

:c—|-3_:c—4<0
r—4 x—4

Nun fassen wir die Briiche zusammen:

(x+3)—(x—4)

<0
z—4 -

Vereinfachen der Ausdriicke im Zéahler:

x+3—x+4<0
xr—4 -
7
<0
x—4 =

Schritt 2: Analyse der Bruchungleichung
Die Ungleichung lautet nun:

7
<
x—4_0

Da der Zahler 7 eine positive Konstante ist, hingt das Vorzeichen des Bruchs nur vom Nenner z — 4 ab.
Um die Ungleichung zu erfiillen, muss der Nenner negativ sein.

Schritt 3: Bedingung fiir den Nenner

Der Nenner x — 4 muss negativ sein, damit der Bruch kleiner oder gleich null wird:

r—4<0

Das fiihrt zu:

Tz <4
.
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Schritt 4: Ausschluss der Definitionsliicke

Die Bruchungleichung ist nicht definiert fiir x = 4, da der Nenner null wird. Daher miissen wir x = 4
ausschlieflen.

Schritt 5: Losung

Die Losung der Ungleichung ist:

z € (—00,4)

Endergebnis
Die Losung der Ungleichung 2—1‘2 <1 ist:

x € (—00,4)

e) Lose die Ungleichung |3z — 4] < 2z + 1.
Betrachten wir die Fille:

o Falll:31:—420,&130:1:2%1

3r—4<2zx+1 = xﬁSDieLésungistmE[%,5].
-Fall2:3m—4<0,alsox<§
~(Br—4)<22+1 = -3rx+4<22+1 = 5z>3 = x> 32 DieLdsung ist
ze[3:3)
Die Gesamtlosung ist = € [%, 5].

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.1: Umrechnung verschiedener Winkelmafle

a) a=0° = Orad

b) a = 45° ~ 0,785 398 163 rad
c) a=225° ~ 3,926 990 817 rad
d) a=353° ~ 6,161 01226 rad

e) a=—42° ~ —0,733 038 286 rad
f) a=-267° ~ —4,660 029 103 rad
g) a=0 =0°

h) a =7/ = 90°

i) a=57/ = 150°

) a=—T"/s = —157,5°

k) a=1 ~ 57,206°

) a=e ~ 155,746°

Hior goht es suriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.2: Strahlensatz

L J
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Berechne die Lénge der Strecke g.

Es sind:
a) e a=32cm
e h="75cm

e c=42cm.

Nach dem 1. Strahlensatz gilt: % . &

Um die Entfernung zwischen den Ufer-

punkten C und E zu bestimmen, steckt

man eine zu C'FE parallele Strecke BD ab
b) und misst:

a=25m, b=45m und ¢ = 80 m.

Bestimme die Entfernung x.

Nach dem 2. Strahlensatz gilt:

b-
ga_a¥e a-x=b-(at+c) & = b-(ato = x~189m
b T a
Die Hohe h; eines Turms kann man mit
Hilfe der Schattenlinge eines Stabes mit E

der Lénge BD bestimmen.

Hierzu wird der Stab senkrecht so aufge-
stellt, dass das Ende seines Schattens mit

dem Schattenende des Turms zusammen- D ha
¢) fillt (A).
Bestimme die Turmhohe, wenn gilt: ha
e 51 =06bm A 52 B C
e 5o=3m | 51 I
L] h2 =2m
., h1 ha ho
Nach dem 2. Strahlensatz gilt: — = — << hy=s;-— = h;=431/3m
S1 S9 52
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In einem Dachgiebel mit A = 3,20 m und
s =3,50m soll in H = 2,10m Hdohe (ge-
messen vom Boden des Dachgiebels) eine
Decke eingezogen werden.

Welche Lange = hat die schriage Wand in
dem entstehenden Raum?

=

H
Nach dem 1. Strahlensatz gilt: % =%

Bestimme die Breite a eines Kanals, wenn
folgende Strecken gemessen werden:

e) L] b:12m
e ¢c=30m

e d=22m 8

O

D d E

Nach dem 1. Strahlensatz gilt: oz re

2 pi < a-(d-b)=b-¢c = a=36m

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

.

Quelle: http://www.mathe-trainer.de/Klasse9/Strahlensaetze/Blockl/Aufgaben.htm

Quelle: https://sos-mathe.ch/pdfg/gd4_23.pdf Quelle: https://sos-mathe.ch/

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.3: Aufgaben fiir den Taschenrechner

a) o =45° < 0,785398163 sin(a) = 0,707106781 cos(a) = 0, 707106781
— tan(a) =1 cot(a) =1

b) a = 225° < 3,926990817 sin(a) = —0, 707106781 cos(a) = —0, 707106781
— tan(a) =1 cot(a) =1

¢) a=353° © 6,16101226  sin(a) = —0,121869343  cos(a) = 0, 992546152
— tan(a) = —0,122784561  cot(a) = —8, 144346428

d) a=100° < 1,745329252  sin(a) = 0,984807753  cos(a) = —0,173648178
— tan(a) = —5,67128182  cot(w) = —0, 176326981

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 250

Alle Rechte vorbehalten B. Loésungsvorschlige (Alle)

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.


http://www.mathe-trainer.de/Klasse9/Strahlensaetze/Block1/Aufgaben.htm
https://sos-mathe.ch/pdfg/g44_23.pdf
https://sos-mathe.ch/

. . .. . IDM Technische
B. Lésungsvorschlige (Alle) HirED Bl venseementoeratung ‘ ’ I I I Hochschule

e) a = 344° < 6,003932627 sin(a) = —0,275637356 cos(a) = 0,961261696
— tan(a) = —0,286745386  cot(a) = —3,487414444

f) o=—42° & —0,733038286  sin(cr) = —0,669130606 cos(a) = 0, 743144825
— tan(@) = —0,900404044  cot(a) = —1,110612515

g) a=-24° & —0,41887902 sin(a) = —0,406736643 cos(a) = 0, 913545458
— tan(a) = —0,445228685 cot(a) = —2, 246036774

h) a=0° <0 sin(a) =0 cos(a)=1
— tan(a) =0 cot(a) = o0

i) a=—-220° < —3,839724354  sin(«) = 0,64278761 cos(a) = —0, 766044443
— tan(a) = —0, 839099631 cot(w) = —1,191753593

i) a=13° & 0,226892803  sin(a) = 0,224951054  cos(a) = 0, 974370065
— tan(a) = 0,230868191 cot(a) = 4, 331475874

k) a=298° +5,201081171  sin(@) = —0,882947593  cos(cr) = 0, 469471563
— tan(@) = —1,880726465 cot(a) = —0, 531709432

) a=19° < 0,331612558 sin(a) = 0,325568154 cos(c) = 0,945518576
— tan(a) = 0,344327613  cot(a) = 2,904210878

m) o= —267° & —4,660029103  sin(e) = 0,998629535 cos(er) = —0, 052335956
— tan(a) = —19,08113669 cot(a) = —0, 052407779

n) a=-—107° & —1,8675023 sin(a) = —0,956304756 cos(a) = —0,292371705
— tan() = 3,270852618 cot(c) = 0, 305730681

0) a=—25° + —0,436332313  sin(a) = —0, 422618262 cos(a) = 0,906307787
— tan(@) = —0,466307658  cot(a) = —2, 144506921

p) o= 241° & 4,206243497  sin(o) = —0,874619707  cos(ar) = —0, 48480962
— tan(e) = 1,804047755 cot(a) = 0, 554309051

q) a=90° < 1,570796327 sin(a) =1 cos(a) = 6,12574E — 17
— tan(a) = o0 cot(a) =0

r) o= 160° < 2,792526803 sin(a) = 0,342020143 cos() = —0, 939692621
— tan(a) = —0,363970234  cot(w) = —2, 747477419

s) a=—341° & —5,951572749  sin(a) = 0,325568154  cos(a) = 0, 945518576
— tan(@) = 0,344327613  cot(a) = 2,904210878

t) a=—73° & —1,274090354  sin(a) = —0,956304756  cos(a) = 0, 292371705
— tan(e) = —3,270852618  cot(a) = —0, 305730681

u) o= —242° — —4,22369679 sin(a) = 0,882947593  cos(a) = —0,469471563
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— tan(a) = —1,880726465 cot(a) = —0, 531709432

V) « = 346° < 6,038839212 sin(a) = —0,241921896 cos() = 0,970295726
— tan(a) = —0, 249328003 cot(a) = —4,010780934

w) o =291° 4+ 5,078908123 sin(a) = —0,933580426  cos(a) = 0, 35836795
— tan(a) = —2,605089065 cot(a) = —0, 383864035

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.4: Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck

c
Berechnen Sie die fehlenden Seiten und
Winkel (rot markiert) der Dreiecke. Mit g @
a) v =90°
a=127cm
c=249cm a
A c B
12,7 12,7
a berechnen sin(a) = 24:9 22 & o = arcsin (24:9 ZE) = 30,7°
(3 berechnen Die Summe aller Winkel im Dreieck ist 180°. = 8 = 180° — 90° — 30,7° = 59,3°
b berechnen b mithilfe des Satzes des Pythagoras ausrechnen.
(24,9cm)? = (12,7cm)? + > |—(12,7cm)?
b? = (24,9cm)?—(12,7cm)? = 458,72 cm?
b~ 21,4cm

Quelle: https://de.serlo.org/mathe/30680/aufg; inus-kosi: gens-im-rechtwinkligen-dreieck

Berechnen Sie die fehlenden Seiten und
Winkel (rot markiert) der Dreiecke. Mit

b) a=90°
b=420m
a = 645m
. 420 m . 420 m _ o
B berechnen sin(B) = hm & o = arcsin (645111) = 40,6
~ berechnen Die Summe aller Winkel im Dreieck ist 180°. = [ = 180° — 90° — 40,6° = 49,4°
¢ berechnen ¢ mithilfe des Satzes des Pythagoras ausrechnen.

Beachten Sie hier insbesondere,
dass ¢ nicht die Hypotenuse des Dreiecks ist, sondern a (siehe Bild oben),
sodass die Form des Pythagoras zwar dhnlich bleibt,
aber nun a, b und c nicht die bekannten Rollen,
also a,b die Katheten und ¢ die Hypotenuse sind, einnehmen.
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(645m)? = (420m)? + ¢?
c? = (645m)%—(420m)?
c? = 239625 m?

¢~ 490m

Vorwértseinschnitt zur Langenermittlung:

Leiten Sie zunédchst die Berechnung der
Lange ¢ her und setzen Sie danach ein.

c) a=20m
a = 20°
8 = 40°
v = 30°
0 = 60°

Die Berechnung erfolgt durch Auflésung der Dreiecke ABC, ABD und schliellich ACD.
Zuerst wird im Dreieck ABC iiber den Sinussatz die Strecke e berechnet:

(& - a
sind  sin(180° — o — 6)

also

-~ a-sind
 sin(180° — a — §)

Nun kann man im Dreieck ABD iiber den Sinussatz die Strecke d berechnen:

d a
siny  sin(180° — B — )

also

. a - sinvy
~ sin(180° — B — )

Erweiterung des Pythagoras durch den Cosinussatz

A =d*+e* —2de-cos(B — @)

mit den Werten ergibt sich:
e~ 17,59 m
d ~ 10,64 m

und somit c~8,42m

Quelle: https://de.serlo.org/mathe/30680/aufgaben-zum-sinus-kosinus-und-tangens-im-rechtwinkligen-dreieck
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.5: Arcusfunktionen
a) arcsin(1l) = g+2~7r-k;k €z
b) arccos(1)=0+2-7w-k;k€Z
c) arctan(l) = %

d) arcsin(%) =0,903339... + 27 ki k € Z
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e) arctan(2-m) = 1,412965...

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.6: Kopfiibungen mit Arcus[OpenAI2024m]
a) Berechnen Sie arcsin (%) arcsin (%) =%
b) Berechnen Sie arccos (0). arccos (0) = 5
1

¢) Berechnen Sie arctan (1). arctan (1) =

1

(
d) Berechnen Sie arcsin (—‘é) arcsin (—\/75
e) Berechnen Sie arccos (%) arccos (5) =3

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.7: Textaufgaben Arcusfunktionen [OpenAI2024]]

a) Ein Baum wirft einen 15 Meter langen Schatten. Der Winkel zwischen der Spitze des Schattens und
der Spitze des Baumes betragt 30 Grad. Berechnen Sie die Hohe des Baumes. Die Hohe des Baumes
kann mit dem Tangens von 30 Grad berechnet werden:

1
Hohe = tan(30°) x 15 = — X 15 & 8.66 Meter

V3

b) Der Winkel zwischen einer Seilbahn und dem Boden betragt 45 Grad. Wenn die Seilbahn eine
horizontale Entfernung von 100 Metern zuriicklegt, wie hoch ist der Berg, auf den die Seilbahn fithrt?
Die Hohe des Berges kann mit dem Tangens von 45 Grad berechnet werden:

Héhe = tan(45°) x 100 = 1 x 100 = 100 Meter

¢) Ein Segelboot segelt in einem 60-Grad-Winkel zur Kiistenlinie. Wenn das Boot 500 Meter in gerader
Linie segelt, wie weit ist es dann von der Kiiste entfernt? Die Entfernung des Bootes zur Kiiste kann
mit dem Sinus von 60 Grad berechnet werden:

3
Entfernung = sin(60°) x 500 = % x 500 ~ 433 Meter

d) Ein Flugzeug steigt in einem Winkel von 20 Grad auf. Nach 2 Kilometern Flugstrecke in gerader
Linie, wie hoch ist das Flugzeug gestiegen? Die Hohe des Flugzeugs kann mit dem Sinus von 20 Grad
berechnet werden:

Hohe = sin(20°) x 2000 ~ 0.342 x 2000 ~ 684 Meter

e) Eine Strafle verlduft tiber eine Briicke im 45-Grad-Winkel zu einem Fluff. Wenn man auf der Strafie
200 m von Ufer zu Ufer fahren muf, wie breit ist dann der Fluf}? Die Breite des Flusses kann mit dem
Sinus von 45 Grad berechnet werden:

Breite = sin(45°) x 200 = v2/2 x 200 ~ 141,4 Meter

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Quelle: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecoursel-TU-Berlin/index.php/4.4_Trigonometrische_Gleichungen Beispiel 4; Abruf 2023-06-14
Quelle: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecoursel-TU-Berlin/index.php/4.4_Trigonometrische_Gleichungen Beispiel 5; Abruf 2023-06-14
Quelle: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecoursel-TU-Berlin/index.php/4.4_Trigonometrische_Gleichungen Beispiel 6; Abruf 2023-06-14

Quelle: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecoursel-TU-Berlin/index.php/4.4_Trigonometrische_Gleichungen Beispiel 7; Abruf 2023-06-14
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.8: Goniometrische Gleichungen

Quelle: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecoursel-TU-Berlin/index.php/4.4_%C3%9Cbungen

m T 117
a) cos(x) =cos | = r=—=4+2-7-kund —+2-7-k
6 6 6
5 5
c) sin(z + 40°) = sin(65°) x = 25°+ k- 360° und 75° + k - 360°
d) sin(3-x) = sin(15°) x=5°+k-120° und 55° + k - 120°

T s 4.-m
b) sin(m)zsin() m:f+2-7r-kundT—|—2~7r~k

T k-m
e) sin(3-z) = sin(z) =04k -7 und Z+T
k-
f) tan(xz) = tan(4 - z) x:Tﬂ
5 — cos( +7r T kew d 7r+k-7r
g) cos(b-x) = cos(x g) x—% 5 un T3

h) sin(x) - cos(3-x) = 2 - sin(x) x=k-m
3.
i) v/2-sin(x) - cos(z) = cos(z) x:%—i—lw-kundg—i—-w-kund Tﬁ+2-7r-k
2-m-k

3 und 7w +2-7-k

i) sn@-z)= —sin() ==
k) sin(z) = v/3 - cos(z) $=ig+2-7r~k

— 1 — tan( —kemund STk
o (@) — tan(z) z=k-mund — +k-m

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.9: Sinussatz [OpenAI2024w]
a) In einem Dreieck ABC sind @ =7, b = 10 und o = 30°. Bestimme den Winkel 5.

o= Sis 5 Einsetzen der gegebenen Werte: ﬁ = 5111105 Da sin 30° = 0.5, ergibt
sich: % = Smﬁ = smﬁ 10X70‘5 =sinff = 0.714 =  ~ 45.58°
b) In einem Dreieck ABC sind a = 8, b = 6 und o = 40°. Bestimme den Winkel S.
Verwendung des Sinussatzes: Siga = SmB Einsetzen der Werte: sin%lOO = —Sig 3 Berechnung: sinf§ =

Exsind0® — sin B & 0.482 = B ~ 28.85°

c) In einem Dreieck ABC sind a =12, b =15 und o = 60°. Bestimme den Winkel 3.

k= /3 Einsetzen der Werte: bmlgoo = 511n5 Berechnung: sin § =

sin 8 ~ 1.082 Da sin ,8 > 1, gibt es keine Losung. Solch ein Dreieck ex1st1ert nicht.

d) In einem Dreieck ABC sind a =9, b =5, a = 50°. Berechne den Winkel 5.

Verwendung des Sinussatzes: o— = ﬁ Einsetzen der Werte: ﬁ = ﬁ Berechnung: sin § =

xsin50° = gin B A2 0.428 = S ~ 25.38°

e) In einem Dreieck ABC sind a = 14, ¢ = 18 und v = 70°. Bestimme den Winkel a.
14

15xsin 60°
12 =

14 xsin 70°

Der Sinussatz lautet: Siga = Siﬁ Einsetzen der Werte: —— = 700 Berechnung: sina = e =
vy Sin o sin

sina ~ 0.731 = « ~ 47.32°

f) In einem Dreieck ABC sind a = 13, b = 11 und 8 = 45°. Bestimme den Winkel a.

Verwendung des Sinussatzes: =— = Sig 3 Einsetzen der Werte: Si1n3a = o 450 Berechnung: sina =

13xsind5° — gin o~ 0.834 = o =~ 56.05°

g) In einem Dreieck ABC sind a = 15, b = 17 und « = 55°. Bestimme den Winkel S.
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_ _b . .15 _
sna = B Einsetzen der Werte: EEe = smﬁ

sin 8 ~ 1.139 Da sin 8 > 1, existiert solch ein Dreieck nicht.

h) In einem Dreieck ABC sind a = 10, ¢ = 12 und v = 80°. Bestimme den Winkel Q.

Verwendung des Sinussatzes: —2— = Einsetzen der Werte: -2 Berechnung: sina =

sin o sin 'y sina ~  sin 80°

10xsin80° — sin o &2 0.828 = a A 55.97°

i) In einem Dreieck ABC sind a =9, b = 7 und o = 35°. Bestimme den Winkel B.
a 9

3 . _ _b : . _ _
Verwendung des Sinussatzes: f— = =2 5 Einsetzen der Werte: o = 5 Berechnung: sin § =

Mésmﬂ~0444éﬂ~26380

j) In einem Dreieck ABC sind a =11, b= 14 und g = 60°. Bestimme den Winkel «.

Der Sinussatz lautet: = Einsetzen der Werte: -1 = s Berechnung: sina =
sin « sin B sin « sin 60

sina ~ 0.682 = a ~ 43.04°

k) In einem Dreieck ABC sind a = 18, b = 20, o = 45°. Berechne den Winkel ﬂ

9 . a _ 18 _
Verwendung des Sinussatzes: 0— = =2 ﬁ Einsetzen der Werte: = = 5 5

20xsind5® — sin B~ 0.785 = B ~ 51.06°
1) In einem Dreieck ABC sind a = 12, ¢ = 16 und v = 75°. Bestimme den Winkel Q.

17 xsin 55°
15

Berechnung: sin 8 =

11xsin 60°
14

Berechnung: sin § =

Verwendung des Sinussatzes: =— = = Einsetzen der Werte: L2 = 750 Berechnung: sina =
"{ sin o« sin

12X = sina~ 0.724 = o ~ 46.67°

m) In einem Dreieck ABC sind a = 8, b = 9 und o = 25°. Bestimme den Winkel s.

Verwendung des Sinussatzes: 5~ = bmﬁ Einsetzen der Werte: ﬁ = bmﬁ Berechnung: sin§ =

M = sinf ~ 0.472 = B ~ 28.16°
n) In einem Dreieck ABC smd a=25,c="7und y=40° Bestimme den Winkel o.

Der Sinussatz lautet: e = va Einsetzen der Werte: e = e 400 Berechnung: sina = M =
sina = 0.459 = o ~ 27.34°

o) In einem Dreieck ABC sind a = 10, b =12 und o = 30°. Bestimme den Winkel B.

Verwendung des Sinussatzes: Slfla = = B Einsetzen der Werte: sinlgoo = == 5 Berechnung: sin§ =
12205 — sin 3 = 0.6 = B ~ 36.87°

p) In einem Dreieck ABC smd a =13, ¢ =15 und ~y = 50°. Bestimme den Winkel a.

Der Sinussatz lautet: e = smw Einsetzen der Werte: Silnga =@ 500 Berechnung: sina = % =

sina =~ 0.667 = o ~ 41.81°

q) In einem Dreieck ABC sind a = 6, b = 10 und a = 25°. Bestimme den Winkel B.

Verwendung des Sinussatzes: =%— = Einsetzen der Werte: =% = Berechnung: sinf§ =
sin « sin B sin 25 sin ,8

% = sin B ~ 0.705 = (B ~ 44.93°

r) In einem Dreieck ABC sind a = 11, b = 13 und a = 40°. Bestimme den Winkel 5.

Verwendung des Sinussatzes: =2— = Einsetzen der Werte: —4— = Berechnung: sin§ =
sin 40 bln,@

sin sm,B
13xsind0° — gin B ~ 0.844 = f = 57.5°
s) In einem Dreieck ABC sind a =14, ¢ =17 und v = 60°. Bestimme den Winkel a.

Der Sinussatz lautet: = Einsetzen der Werte: 14 = s Berechnung: sina =
sin o sin ’y sin o sin 60

sina ~ 0.713 = a ~ 45.52°
t) In einem Dreieck ABC sind a = 16, b = 14 und a = 35°. Bestimme den Winkel B.

14 xsin 60°
17

=

Verwendung des Sinussatzes: =2— = Einsetzen der Werte: -5 = Berechnung: sin§ =
sin « sin ,8 sin 35 sin ,6’
Lxsin35° — sin B & 0.500 = B ~ 30°
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
- w_

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 10.10: Goniometrische Aufgaben [OpenATI2024y)]

a) Lése die Gleichung sin(z) = % fiir z im Intervall [0, 27].
Die Losung ist # = £ und z = 5F.
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b) Bestimme alle Lésungen der Gleichung cos(z) = —3 fiir « im Intervall [0, 27].

Die Losungen sind x = 2?” und z = 4?”.

c) Lose die Gleichung tan(z) = 1 fir z im Intervall [0, 27].

Die Losungen sind x = 7 und x = %’T.

d) Finde die allgemeinen Losungen der Gleichung sin(2z) = 0.
Die allgemeinen Losungen sind z = %F, n € Z.

e) Lose die Gleichung cos(2z) = cos(z) fiir « im Intervall [0, 27].

Die Losungen sind x =0, x = %’T, 98 = %’r und x = 27.

f) Bestimme die Losungen der Gleichung sin(z) 4 cos(z) = 0 fir z im Intervall [0, 27].
Die Losungen sind x = ?{f und z = 77.

g) Finde die Losungen der Gleichung 2sin(x) — /3 = 0 fiir z im Intervall [0, 27].

Die Losungen sind z = § und x = %"

h) Lose die Gleichung tan?(x) = 3 fiir 2 im Intervall [0, 27].

Die Losungen sind x = £, x = 2n = 47 ynd x = 57,

3 3 3 3
i) Lose die Gleichung cos(2z) + sin(z) = 0 im Intervall [0, 27].
%

Die Losungen sind z = § und x = .

j) Bestimme die Lésungen der Gleichung 2sin?(z) — sin(x) = 0 fiir z im Intervall [0, 27].

Die Losungen sind z =0, z = § und x = ‘%’r.
k) Lose die Gleichung sin(z) cos(z) = % fiir 2 im Intervall [0, 2r].
Die Losungen sind x = {5, v = 51—72“, T = 113—2” und z = 117—2”

1) Finde die Losungen der Gleichung 1 + 2 cos(z) = 3sin*(x) fiir « im Intervall [0, 27].
Die Losungen sind z = § und z = %’T

m) Bestimme die Losungen der Gleichung cos(3z) = 0 fir 2 im Intervall [0, 27].
DieLésungensindJ:z%,31323,962“%r,ac:%r,an:%r undm:HT".

n) Lose die Gleichung tan(z) + cot(z) = 2 fir  im Intervall [0, 27].

Die Losungen sind x = 7 und x = %’T.

o) Finde die Lésungen der Gleichung sin’(z) — sin(z) + 1 = 0 fiir  im Intervall [0, 2].
Die Losungen sind z = § und z = ‘%’T.

p) Bestimme die allgemeinen Losungen der Gleichung cos(2x) = sin(x).
Die allgemeinen Losungen sind x = Z"T“ + 3, neZ.

q) Lose die Gleichung tan(z) = 2sin(x) fir z im Intervall [0, 27].
Die Losungen sind x = arctan(2sin(z)) fiir z € [0, 27].

r) Finde die allgemeinen Losungen der Gleichung cos(x) + cos(2x) + cos(3x) = 0.
Die allgemeinen Losungen sind x = Q”T“ + I, ne’.

s) Lése die Gleichung sin(2z) + cos(2z) = 3 fiir 2 im Intervall [0, 27].

Die Losungen sind z = g, 2 = mor=9ynd z = 157”.

8 8
t) Finde die Losungen der Gleichung 4 sin(x)cos(z) = 1 fiir z im Intervall [0, 27].

Die Losungen sind & = & Lr z=1 undz = 213;

T="3> 12

120

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.1: Einfache Vektorrechnung

3 11 14
a) d=|( 2 |+ -2 |=| O
1 0 1
© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 203
Alle Rechte vorbehalten B. Loésungsvorschlige (Alle)

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist

ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



B. Lésungsvorschlige (Alle) _H HE ipm D h m Technische

. IRBD . Managementberatung

Nurnberg

9 9 0
7 7 14
N o | | s
bya=1 o |+ 7 |=| 28
33 11 44
101 —11 90
9 9 9
7 7 21
N o | | s
da=| o [T2¢| 7 |7 35
33 11 55
101 11 79
9 —9 9 —9
7 7 7 7
N o | 5 o |
d) @a= 91 * 2 % . = 2% 91 * . =
33 11 33 11
101 11 101 11

2% (—9%94+7*xT7T+5x04+21%x7+33x11—11%101) =
2% (—81 + 49 + 0 + 147 + 363 — 1111) = 2 % (—633) = —1266

1 2 2%x16—4%8 32 — 32 0
e (2] x[8]|= [4x2-1516])=8-16]=]-8
4 16 18 —2x%2 8—4 4
53 159
) [ 87 | x| 261 ) =0
1024 3072
9 9 9
7 7 7
I [ — 5 5 |
g) d= 91 a=ldl= vaxd= 91 * 91 =
33 33 33
101 101 101

V81 +49 + 25 + 212 + 332 + 1012 = /11886 ~ 109, 0229334

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

.

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.2: Polarkoordinaten (1) v1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.3: Polarkoordinaten (2) v1

8) 7= (18100> = B= <_01>
9) F= (2710°>

9 7= (o) = £ ()

B
Il
7 N\
=)
—
N———
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e (E) ()

() ()

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

\.

Quelle: https://mathepedia.de/Zylinderkoordinaten.html

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.4: Zylinderkoordinaten v1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Kugelkoordinaten

0 V2/2
) (1) _ <45o
1 90°
1 V2/2
. 0) :<45o
1 0°

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.5: Kugelkoordinaten (1) v1
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.6: Kugelkoordinaten (2) v1

—0,26145
156° 0,31158

130° —0,91355

( 5 0,01521

Q

Q

175° 0,43551
88° —4,98097

3 1,44646
29° | =~ | 0,15203
6° 2,62386
(—0,0145919630365078 4
d)

—0,13883325443188 178°
—3,99756330807638 —96°

(—0,0338186095456131 1
e)

Q

—0,483628648377863 151°
—0,874619707139396 —94°

( 2,01593267743729 4

Q

—0,655016233178915 | ~ | 148°
—3,3921923846257 —18°

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.7: Spezielle Matrizen

Quelle: ChatGPT: bitte latexcode: 10 aufgaben mit lssungen zum erkennen spezieller matrizen, wie bsp. symmetrische, antisymmetrische, einheits-,

1 2 3
hermitescne wsw. @) Gegeben ist die Matrix A= |2 4 5 |. Bestimmen Sie, ob A symmetrisch ist.A ist
3 5 6
symmetrisch, da AT = A.
0 2 =3
b) Uberpriifen Sie, ob die Matrix B = | =2 0 1 | antisymmetrisch ist.B ist antisymmetrisch, da
3 -1 0

BT = —B.
1 00
c) Ist die Matrix C = [0 1 0
0 0 1
Einheitsmatrix, da C' die Identitdtsmatrix I ist.

eine Einheitsmatrix? Begriinden Sie Thre Antwort.C' ist eine

d) Bestimmen Sie, ob die Matrix D = % ;) symmetrisch ist.D ist symmetrisch, da DT = D.

24
Matrix, da Ef = E.

f) Gegeben ist die Matrix F = ( 01 Ist F' antisymmetrisch? F' ist antisymmetrisch, da F7 = —F.

e) Uberpriifen Sie, ob die Matrix E = ( 3 > eine Hermitesche Matrix ist.E ist eine Hermitesche
< eine skalare Matrix ist.G ist eine skalare Matrix, da G

g) Uberpriifen Sie, ob die Matrix G =
das Produkt der Einheitsmatrix mit einem Skalar ist (G = 5I).

4 1 2
h) Bestimmen Sie, ob die Matrix H = [ 1 3 0| symmetrisch ist.H ist symmetrisch, da HT = H.
2 0 5
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i) Uberpriifen Sie, ob die Matrix I = <_1@ 1
Matrix, da IT = T.

01 2
j) Ist die Matrix J = [ 1 0 3| symmetrisch?J ist symmetrisch, da J% = J.
2 30

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

l) eine Hermitesche Matrix ist./ ist eine Hermitesche

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.8: Allgemeines zu Matrizen (2)

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.9: Einfache Matrizenoperationen

o (3 240083 5 (140 343 245 \_(1 07
1 2 7 2 1 -1)~ \U+2 241 7+4(-1)) 3 3 6

32 12 53 99 5 84 35 53 70 T4 116 47 106 169 79
62 3 64 15 87 31 73 60 86 55 93 76 124 101 142
25 56 49 28 39 99 80 91 19 10 124 136 140 47 49
15 63 82 16 70 73 T4 8 45 82 88 137 167 61 152
b) |61 9 61 58 17 |+ |57 69 63 78 91| = [118 78 124 136 108
18 96 39 68 41 47 96 Tr 71 7 65 192 116 139 48
64 43 52 64 100 44 59 87 1 7 108 102 139 65 107
18 60 79 42 61 10 50 88 4 46 28 110 167 46 107
74 95 36 14 1 47 19 62 7 44 121 114 98 21 45
0 78 8 73 19 50 93 25 52 82 400 1134 645 781 751
45 48 92 49 90 79 47 45 71 56 857 616 820 813 898
39 99 50 6 14 23 90 71 40 61 379 1215 818 350 558
24 18 52 37 93 11 70 15 6 79 208 650 380 233 1097
c) 5|94 87 92 32 72| +8-[13 70 46 10 30| = |[574 995 828 240 600
5 75 51 43 57 98 74 16 91 41 809 967 383 943 613
50 37 28 2 93 28 60 89 46 46 474 665 852 378 833
78 49 4 98 96 17 28 101 1 96 526 469 828 498 1248
51 98 62 91 79 78 51 46 41 29 879 898 678 783 627
d) Dreh- oder Rotationsmatrizen beschreiben die Drehung um eine Achse.
1 0 0
R.(a)=[0 cosa —sina | beschreibt die Drehung um die z-Achse des

0 sina cosa
kartesischen Koordinatensystems.

Was ergibt jeweils die Rotation um 45° der Einheitsvektoren? /1 0
1 0 0 N N
mit o = 45° ergibt sich R,;(45°) = | 0 cos45° —sin45° | = 0 o Ty
0 sin45°  cos45° V2 V2
2 2

Die Multiplikation erfolgt von links, somit €gegrent = Ra () * Eyngedrent

1 0 0 1 0 0
) 0 Y2 V2 o V2 V2| (1 1
€x,gedreht = 2 2 * €z, ungedreht = 2 2 *x10) =10
o V2 V2 o Y2 ¥2 ] N0/ A0
2 2 2 2
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, was logisch ist, denn jegliche Drehung des €, um sich, fallt auf ihn selbst.

entsprechend
1 0 0 0+0+0
2 2 0 2
0 2 Z (1) - o) -
0
(b IS ) 9 0%q
2 2 (o 22
0 9 T 0]=]0+0- o | = , was beides der Anschauung entspricht.
2 2 1 2
E A

e) Multiplikation: Denken Sie an das Schema Zeile - Spalte!

29 11 63 23 78 82 23 43 6 33 10608 8126 9664 8456 7933
48 3 84 83 41 89 45 1 20 20 13768 8732 12073 5500 12012
74 28 57 39 28|-(42 14 68 11 11| = | 14175 7296 9488 4430 9506
10 95 57 48 36 51 44 30 5 79 15701 9755 7425 6175 8541
99 59 27 100 31 44 65 44 93 47 20967 11725 10516 5454 16081

f) Multiplikation: Denken Sie an das Schema Zeile - Spalte!
13 45 14 92 86

94 25 29 2 54

31 15 95 8 88| = <
88 61 24 73 1

19 7 57 34 26

(67 91 31 93 42).

19368 11722 11148 14811 14589
79 57 8 92 83

18693 12448 17773 17600 19602

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.10: Zwei-Punkte-Form

2 = 0=() =) ()0 )

1 0 1 1 0
e) P=|2];Q=[1]—-g=(2|+X-|1]=[1]+X
(3 0 3 3 0
3 2
fy P=111];Q=1] 2
3 1 2 1
—g= 1 +XM-|-1]= 2 | +X-|-1
-1 1 -2 1
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42 6
e P=|-37);0=[-25
—4 14
42 6 6 6
—g=-37T]+X - |-2]=|-25|+X-|—-2
—4 -3 14 -3

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 11.11: Schnittpunkt zweier Geraden

0 o= () en ()= (o ()

5209

B o= (5) +ae ()i h=(2) 2 (3)

— Kein Schnittpunkt, die Geraden sind zueinander parallel.

o @) (er- () )

5-()

0 0= (o) o4 3): (()> u(3)
9 0= (@) ()= (o) - ()

— Kein Schnittpunkt, die Geraden sind zueinander parallel.
1 4 2 -3
N <113>
10 -2
(S0) +=-(3)
o ()

=g () 0= () (4

— Unendlich viele Schnittpunkte, die Geraden sind identisch.

@,
Q@
|
/\I
©H>
N~
+
>
&
|
U‘hlk
"
S
Il

-7 4 1 0
) g=124+XM-|-5|;h=-T]+X-|3
3 0 0 1

3 - 2
— Kein Schnittpunkt, die Geraden sind zueinander windschief.
{ )
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8 - 1 -3
)
S=1| o0
5
—14 3 -9 5
Dg=1|6 |+x-|=1];h=]3]+xx [-1
-9 2 7 -3

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 12.1: Lineare Gleichungssysteme (1)

1-z-1-y=0 P
2) 0-x+42-y=2 - e=ly=l
2 +3y = —12 e
b) “r —y= 10 - r=-18; y=8
r+2y= 4 o
c) 9 —3y——8 — x=4;,y=0
22 +3y =7 o
d) v 12y = 16 — x=-62; y=39
r+2y+3z= 1
e) 240y +6z= 8 - x=0y=-12=1

3x —y+42=18
3z +2y +3z2= 2
f) -3y —2z=-10 —
—Sr+2y —z= -2

r=-19; y=-29;2 =239

Ty +2x9 +3x3 +4rs = —7
—x1 +0x9 +6x3 —214 = —20

g) 32171 +x2 +x3 —O:Z?4 = 0 -
41 +4x9 +223 —3x4 = 2

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

1 =2; o =0;203 = —3;24=0

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 12.2: Lineare Gleichungssysteme (2)

l-2-1-y=0 o
) 0-x+42-y=2 - e=liy=l
2 +3y = —12 e
) “r —y= 10 - x=-18, y=8
r+2y= 4 o
) 9w gy —— — x=4;,9y=0
22 +3y = — _ A
) v 12y = 16 — x=-62; y=39
r+2y+3z= 1
e) 240y +6z= 8 - =0 y=-1;2=1

3x —y+42=18
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3x 2y +3z= 2
f) x—3y —2z=-10 — x=-19; y=—-29;2 =239
—Sr+2y —z= -2

T +2x9 +3x3 +4xs = -7
—I1 +0(£2 +6£L’3 —2(E4 =-20
3r1 +xo +x3 —0x4= 0
41 +4xo +2x3 —3x4 = 2

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

2) — 11 =2; 19 =0;23 = -3;24=0

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 12.3: Lineare Gleichungssysteme (3)

2) éilézig S =1 y=1
b) _2i+_3§z_1(2) — x=-18; y=38
°) —2§f§‘zz_§ - x=4;y=0
+ 251332_1; — ¢ =—62; y=39

r+2y+3z= 1
e) 2x+0y+6z= 8 - =0 y=-1;2=1
3z —y+4z=18

3 +2y+3z2= 2
f) x—3y —2z=-10 — x=-19; y=-29;2 =239
—Sr+2y —z= -2

T +2x9 +3x3 +4rs = —7
—x1 +0x0 +623 —224 = —20 __ 6% e — e
g) 31 +x9 +x3—0x4= 0 = G =2 Gy = Ui = =g =0

4y +4x9 +2x3 —3x4 = 2

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 12.4: Lineare Gleichungssysteme (4)

a) Die Differenz der Quadrate von zwei natiirlichen Zahlen mit dem Unterschied 3 betrigt 381. Wie
heiBt die kleinere der beiden Zahlen? Die Zahlen: z bzw z + 3 und ihre Quadrate: 2% bzw (z + 3)2
Es gilt:

(r+3)% — 22 =381

z? + 62+ 9 — 2% = 381

6x 4+ 9 = 381

6x = 372

T = 62

Die kleinere Zahl ist 62.

Quelle: **https://sos-mathe.ch

b) Die Fahrzeuge A, B und C legen dieselbe Strecke zuriick. B ist um 6 km/h schneller undbraucht
11 Minuten weniger als A. C ist um 4km/h langsamer und braucht 9 Minuten mehr als A.

Berechnen Sie die Fahrzeit und die mittlere Geschwindigkeit von A.

Beachten Sie: die Geschwindigkeit wird in km/h gemessen, deshalb miissen Sie die Minuten in Stunden
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B. Lésungsvorschlige (Alle) =%BD = Lgmmmbemung D h m Tnepcchh:)sigﬁnfe
trnberg
Zusammenstellung
A B C

Geschwindigkeit v T 46 z—4
verwandeln. 7 11 9
it ¢ —— —
“ Y Y760 Y50

Strecke s = vt x (z +6)( 11) (x —4)(y + ) )

- Y Y760 Y60

11

Quelle: **https://sos-mathe.ch

Tabelle B.1.: Fahrdaten zur Ubung

Nun sind aber alle drei Strecken gleich!

(z+6)(y—25) = ay
0 | Ausmultiplizieren
_4 2y =
@D+ ) =
Ty 119: + 6y 06 _ Ty
690 (38 | Zusammenfassen
ey e =
Wre W e - W
11 np 66
= = =
60" " T 6o
= | 1. Zeile *2, 2. Zeile *3
0 . _ 36
60" Y T 60
22 132
1y = 2=
6" T 60
= | Addiere 1.42. Zeile
Ez —12 _ 106
60" YT 60
5 240
=z = —
60 60
=|bz = 240 = =z =48+¢— vinkm/h
22 132 99
damit: |-= = = =— Zeitinh
ami ‘ 50 48 + 12y %0 Y 60 eit in

A fahrt mit 48 km/h und ist 1 h 39 min unterwegs.

| z eliminieren (kleinste Zahlen, am wenigsten Multiplikationen nétig)

|x eliminieren (weil es in einer Gleichung nur 1 mal vorkommt):

= 50y = —118 = y =2

Rickwarts einsetzen

c) Lose
w  4+r -y 4z = 16
3w —2x 49y —2 = 11
4w -3z +6y +2z = 13
6w —4x +2y +3z = 10
4w —z +8y = 27
= 10w -7z +24y = 35
15w —10z 429y = 43
N —18w —32y = —154
—25w —hly = —227
N Jw  +16y = 77
—25w —bHly = 227

‘ |kiirzen:

’ |w eliminieren :

w=>5 x=9 z=4
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Quelle: **https://sos-mathe.ch
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Lésungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 12.5: Einfache Aufgaben mit GaufBschem
Eliminationsverfahren v1

a) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

z+2y+z=4
2c —y+32=9
T+y+z2=6
1 2 1| 4 2 1| 4 , (2 -4 2| -8
9 -1 3 | 9] Z=%=%,(9 _1 3 | 9] 2= |5 _1 3 9
1 1 1 | 6 0 -1 0 | 2 0 -1 0 2
Zy =271+ (-2
2 -4 -2 | -8\ 7 . G2 1
Z=24% [ o _5 1 1 10 | 2
0 -1 0 2 0 -5 1 | 1
poeomisy [t 21 4N (121 4
2722 0 5 0 10| =582 0 5 0 ~10
0 -5 1 1 00 1 -9

Das gaufsche Eliminationsverfahren endet mit einer oberen Dreiecksmatrix.
Wir kénnen sofort ablesen: z = —9; die zweite Zeile ergibt y = —2.
Eingesetzt in die erste Zeile (Gleichung) erhdlt man z = 17 und mithin die Losung:

‘x:17,y2—2,z:—9‘

b) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

2c+y—2=3
r—y+2z2=4
3xr+y+z=>5
2 1 -1 | 3 1 -1 2 4
1 -1 2 4] 2%, 12 1 -1 | 3
3 1 1 5 3 1 1 5
Z=z:-22, (1 -1 2 4\ e (L L2 4
L% g 3 -5 | 5| =220 3 -5 | =5
0 4 -5 -7 0o 0 2 —1/3
oo -1 2 4
=P%, 1o 3 -5 -5
0 0 1 —1/s

Aus der letzten Zeile folgt sofort z = —1/5.
Eingesetzt in die zweite Zeile 3y — 52 = -5 =3y+1=-H=y = —2.
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Schliefllich aus der ersten Zeile z — (=2) +2-(=1/5) =4 =z +8/5s =4 = z = 12/5.

‘:1::12/5, y=—2, z:—1/5‘

¢) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

3x+y+22=95
20 -2y + 2z = -3

T+3Yy—2z=2
3 1 2 5 1 3 -1 2
2 -2 1 3| 225, 2 9 1 -3
1 3 -1 2 3 1 2 5
3 ho=79—271 Z3=Z3—32Z1;; 1 3 -1 = 3 -1 2
33 Zo=Lo—271 Z3=Z3—37Z1;; 0 -8 3 7 Ziz=2Z3—7Z> 0 -8 3 _7
0 -8 5 —1 0 0 2 6
P 1 3 -1 2
= lo -8 03 -7
0 0 1 3

Aus der letzten Zeile folgt z = 3.
In Zeile 2: -8y +3-3=—-T= S8y+9=—-"T"T=y=2.
Zeile : +3-2-3=2=>z+3=2=>2=—1.

r=—-1ly=2,2z=3

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 12.6: Aufgaben zur Losung von Gleichungssystemen
mit Gauflschen Eliminationsverfahren v1

a) Gegeben sei das folgende Gleichungssystem:

Ty + 2x9 + 3x3 + 4wy + S5 + 626 + 727 + 8X8 + 929 + 10219 = 55
2x1 + 3x9 + 4x3 + bxy + 625 + T + 87 + 928 + 1029 + 219 = 55
3x1 4+ 4xo + dxg + 624 + Txs + 826 + 927 + 1028 + 29 + 2219 = 55
4z + Bxo + 623 + Txg + 85 + 926 + 1027 + 8 + 229 + 3T19 = 5D
5x1 + 629 + Tx3 + 8x4 + 925 + 1026 + 7 + 228 + 39 + 4219 = 55
6x1 + 7Txo + 8x3 + 924 + 1025 + 6 + 227 + 328 + 49 + Hx19 = D5
Tx1 + 8xo + 9x3 + 10x4 + x5 + 226 + 327 + 48 + dxg + 6219 = D5
8x1 + 9x2 + 10z3 4+ x4 + 225 + 3x¢ + 427 + dxg + 629 + 719 = 55
921 + 10z + x3 + 224 + 325 + 426 + D27 + 628 + TT9 + 819 = 55
1021 + z9 + 223 + 3x4 + 45 + S + 627 + Txg + 819 + 9219 = 5D

Zunéchst schreiben wir das Gleichungssystem in Matrixform:

Ax=D)
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 T 55
2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 o 55
3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 55
4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 55
5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 55
A=l 7 8 90 101 2 3 4 5| * |zl "7 |ss
7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 55
8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 s 55
9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 o 55
10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 55

Wir wenden das Gauflsche Eliminationsverfahren an, um die Matrix A in eine obere Dreiecksform zu
bringen, und l6sen dann das resultierende Gleichungssystem durch Riickwartseinsetzen.

Nach Anwendung des Gaufischen Eliminationsverfahrens:

12 3 4 5 6 7 8 9 10
0O -1 -2 -3 4 -5 -6 -7 -8 -—-19
o o0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 =8
o o o0 -1 -2 -3 -4 -5 -6 -7
A’:OO 0o 0 -1 -2 -3 -4 -5 —6
o o0 o0 o o0 -1 -2 -3 —4 -5
o o0 o o o o0 -1 -2 -3 -4
o o0 o o o o o0 -1 -2 =3
o o0 o o o o o0 o0 -1 =2
o o0 o o o o o0 o0 o0 -1
55
0
0
0
0
/
b_O
0
0
0
0

Durch Riickwértseinsetzen erhalten wir:

55
10 = _—1 = —55
.Z'QZO’ x8:07 $7_Oa 1’6—0, .’1,'5—0, 1'4—07 l’3—0, 332—0, $1:55
55
0
0
0
.. 0
Losung: x = 0
0
0
0
—55
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Ax=b
2 3
1 1
4 3
3 2
5 4

b= 6 5
7 6
8 7
9 8
10 9

N O U RN WN N

oo

TR N WO LN -

3

TURE DN WD W W

[=p)

2 3 1 4
0 -1 15 -1
0 0 25 25
0 0 0 32
;{0 0 0 O
A_OOOO
0o 0 0 O
0 0 o0 O
0o 0 o0 O
o 0 0 O

70

0

0

0

/ 0

b_()

0

0

0

6

=N WO Ut Wwo

ot

N WO = UtWwW ks b=

=~

1
2.5
2.5

—0.6
4.4

0
0
0
0
0

MO WO UT W =T W 00

Oy = TN DN OOt OO

w

6
-0.5
4.5
1.4
0.4
6.45
0

0
0
0

b) Gegeben sei das folgende Gleichungssystem:

A Ot W 1o s

(=

1
3.5
2.5

—-0.4
4.4
0.35
5.52

0

0

0

8
0
6.5

—2.6
—1.6
4.75
0.52
5.85

0

0

Zunéchst schreiben wir das Gleichungssystem in Matrixform:

il
X2
r3
Ty
Ts
Tg
Z7
rs
Tg
T10

2x1 + 3x2 + x3 +4x4 + x5 + 626 + 7 + 88 + 929 + 10219 = 70

T + X2 + 223 + 224 + 325 + 326 + 427 + 428 + dr9 + D19 = 35

4z + 3x9 + 223 + dxy + 35 + 66 + 47 + T8 + DTg + 8T19 = 84
3x1 + 2x9 + 3x3 + 624 + 225 + Dxg + 37 + dxg + drg + TX19 = 72
5x1 + 4xo + 223 + 34 + 625 + 426 + b7 + 328 + 229 + 12219 = 80
6x1 4 dxo + dag + 224 + 325 + 626 + 47 + Ds + 229 + 3219 = 90
Tx1 + 6xo + bxs + 4y + 225 + 326 + 627 + 428 + Sxg + 2219 = 100
8x1 + Txo + 6x3 + by + 4dxs + 226 + 327 + 628 + 49 + D219 = 110
9x1 4 8x2 + Tax3 4+ 624 + das + da6 + 227 + 38 + 629 + 4219 = 120
10z + 929 + 8x3 + Txy + 625 + dxe + 427 + 228 + 3T9 + 6219 = 130

70
35
84
72
80
90
100
110
120
130

Nach Anwendung des Gaufischen Eliminationsverfahrens:

9 10
0.5 -20
—-2.5 =175
4.4 —14.2
-24 128
—6.25 —13.25
3.2  —11.52
—1.55 —10.85
5.35  —9.35
0 6

Wir wenden das Gauflsche Eliminationsverfahren an, um die Matrix A in eine obere Dreiecksform zu
bringen, und l6sen dann das resultierende Gleichungssystem durch Riickwartseinsetzen.
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Durch Rickwértseinsetzen erhalten wir:
6

10 = 6 = 1

:UQZO, {L'8=0, x7—0, {E6—0, 1’5—0, £E4—0, 1’3—0, LCQ—O, SE1=70
70
0
0
0

Losung: x = 8
0
0
0
1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

a) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

b) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 12.7: Einfache Aufgaben zur Lésung von
Gleichungssystemen mit Jordan-Form v1

r+2y+z=4
2 —y+32z=9
T+y+2=6
12 1|4 12 1| 4\ (-2 -4 -2 | -8
2 -1 3 | 9] &B=%2, 2 1 3 | o 2= (49 _1 3 9
1 1 1| 6 0 -1 0 | 2 0 -1 0 2
7y =7, = (=2
B 2 -4 -2 70 & 2, G2 a1
L=%t%, [ g 5 1 10 | 2
0 -1 0 2 0 -5 1 | 1
s (121 4 1 2 1 4
L= g 5 o | —10| Z=Zt2 g 5 0 | 10
0 -5 1 1 00 1 —9
7, =74 — Zs
ZQZZ2+(5) 1 2 0 13 B 1 0 O 17
010 9| B=A2%, g 1 g 9
001 | -9 001 | -9

2c+y—2=3
r—y+2z2=4
3x+y+2=5
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2 1 -1 | 3 1 -1 2 4
1 -1 2 4] 2%, 12 1 -1 | 3
3 1 1 5 3 1 1 5
z=2:-22, (1 -1 2 A\ g (YL 2 4
A= g 3 =B | k|| 2= 0§ =B | =5
0 4 -5 -7 0o 0 2 —1/3
ooz (L 712 4 B 1 -1 2 4
L% o 3 -5 —5 | Z=2%, [ 3 —6
0 0 1 —1/s 0 0 1 | —1s
Zo=73+3 (1 0 2 1 00 12/5
L% lg 10 | -2 | 222250 10 | -2
001 | —s 00 1 | —s
‘ x=12/5, y=-2, z=-1/s ‘
c¢) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:
3x+y+2z2=5
20 =2y + 2 =-3
r+3y—2z=2
3 1 2 3 -1 2
2 3 1 3| 22 2 2 1 -3
1 3 -1 2 3 1 2 5
Z2=22-22, 1 3 -1 2 B 1 3 -1 2
BB L g 8 3 | 7| 2=EZy (0 8 3 | -7
0 -8 5 -1 0 0 2 6
ooz (L3 1 2\ (1 3 -1 2
ZmEB o -8 3 7| 2= g g 0 —16
0 0 1 3 0 0 1 3
Z=73+(=9) (1 3 0 - 100 | -1
D=4t g1 0 | 2| 22 0 1 0 2
001 | 3 00 1 3

r=—-1ly=2,2z=3

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 12.8: Lose mit Gauf-Jordan [OpenAT2024d]
a) Lose das folgende Gleichungssystem mit der Gaufl-Jordan-Methode:

1 2 -1 3\ [z 10
2 4 1 5 ||| (20
36 0 4 |fxs] |15
1 -1 2 -3/ \z, 5
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1 2 -1 3 |10
’ ] o 2 4 1 5 |20
Der erweiterte Koeffizientenmatrix ist: 3 6 0 4 |15

1 -1 2 =3|5

1. Subtrahiere das 2-fache der ersten Zeile von der zweiten Zeile, das 3-fache der ersten Zeile von der

1 2 -1 3 10
dritten Zeile und die erste Zeile von der vierten Zeile: Dt g L 0

0 O 3 —-5|-15

0 -3 3 —-6| -5
1 2 -1 3 10

2. Subtrahiere die zweite Zeile von der dritten Zeile: J 0 & = g

0 O 0 —-41]-15
0 -3 3 —-6]| -5

3. Dividiere die vierte Zeile durch -4 und addiere das 3-fache der vierten Zeile zur dritten Zeile:
1 2 -1 3 |10
0 0 3 —-1]0
0 O 0 1 | 18

4
0 -3 3 —-6|-5

4. Das resultierende System ergibt: z4 = %, T3 =—5+ 1745, To=-—3, = % Die Losung ist
x1 =3 0y =-3,23 = 2,24 = L2
1 442 » L3 1 4 1
b) Lose das folgende Gleichungssystem mit der Gaufi-Jordan-Methode:
1 0 O 2 3 -1 4 =5 x1 15
0 1 0 -3 4 0o -2 1 ) —25
0 o0 1 5 -2 3 -4 0 x3 35
4 -2 3 0 1 =5 0 2 za | | 45
-3 4 2 -1 3 0 -2 -4 xs | | =55
2 -1 -4 3 5 =2 1 0 T 65
1 2 3 4 -5 6 -7 8 7 75
-5 6 -7 8 9 -—-10 11 -—12 xg 85
1 0 0 2 3 -1 4 =51 15
0 1 0 -3 4 0o -2 1 |-25
0 0 1 5 -2 3 -4 0 35
Der erweiterte Koeffizientenmatrix ist: _43 _42 3 _01 ; _05 _02 _2 4 _425
2 -1 -4 3 5 =2 1 0 65
1 2 3 4 -5 6 -7 8 75

-5 6 -7 8 9 -—-10 11 —-12| 85
1. Fiihre elementare Zeilenoperationen durch, um die Matrix in Zeilenstufenform zu bringen.
2. Setze dann die Riicksubstitution ein, um die Werte fir x1, zo,...,zs zu finden.

Die Lésung ist ©1 = 2,22 = 1,23 = 4,24 = 3,25 = 6,26 = —2,27 = 0,253 = 8.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 12.9: Aufgaben zur Lésung von Gleichungssystemen
mit Jordan-Form
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a) Losen Sie das Gleichungssystem Ax = b mittels der Jordan-Form, wobei

OO OO OoON
OO OO N
SO o N~ O
S o N~ OO
oON = OO
SO OO o=

Zunéchst bestimmen wir die Jordan-Form von A. Die Matrix A hat das Eigenwert A = 2 mit algebraischer
Vielfachheit 6. Die Jordan-Form ist:

21 0 0 00
021000
J:O()Ql()()
000 210
00 00 21
0000 0 2

Da A bereits in Jordan-Form vorliegt, miissen wir das Gleichungssystem Jy = b losen. Hier ist
b =(1,0,0,0,0,0)7.
Wir beginnen mit der Riickwértssubstitution:

b
3/6256:07
b —
Ys = 52y6:0a
bs —

Yg = 4295:0’
ba —
343:37244:&
bo —
_bhi—y 1
U B 95

Also ist die Losung;:

O OO O o

b) Losen Sie das Gleichungssystem Ax = b mittels der Jordan-Form, wobei

1 1.0 0 0 O 1
01 1 0 00 1
001 1 00 1
A= 000 1 1 0}’ D= 1
00 0 0 1 1 1
00 0 0 0 1 1
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Die Matrix A hat das Eigenwert A = 1 mit algebraischer Vielfachheit 6. Die Jordan-Form ist:

(el oNolNallS
SO OO = =
O OO M= FEO
SO R Rk OO
Ok OOCO
= -0 O O O

Da A bereits in Jordan-Form vorliegt, miissen wir das Gleichungssystem Jy = b losen. Hier ist
b=(1,1,1,1,1,1)7.
Wir beginnen mit der Riickwértssubstitution:

Yo =bs =1,

Y5 =bs —ye=1—-1=0,
Ya=by—ys=1-0=1,
ys=bz—ys=1-1=0,
Yy2=by—ys=1-0=1,
y1=b1 —y2=1—-1=0.

Also ist die Losung:

= O = OO

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 13.1: Explizites Bildungsgesetz von Folgen

a) 1,2,3,4,---=5; a; =4
b) 2,4,6,8,---=10; a; =21
c) 1,4,9,16,--- = 25; a; = i°

(41
d) 1,3,6,107...:15;%:%
e) 27375,7,11,:13’ PrimZahlen
f) 1,-1,1,-1,--- =1;a; = (_1)i+1
g) 2,4,8,16,---=32; a; = 2°

i1

h) 1,2,4,7,11,--- = 16; ai:¥+1
1) 07174a9,16,~~-:25; ai:(’i—1>2

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 13.2: Rekursives Bildungsgesetz von Folgen

a) 1,2,3,4,"' = 5, a; = 1, a; = Q31 +1 furzZ 2

b) 2,4,6,8, - =10; a1 = 2, a; = a;_ + 2 fiir i > 2

¢) 1,4,9,16,---=25; a1 =1, a; = a;_1 + (2i — 1) fiir i > 2
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d) 1,3,6,10,--- = 15; a1 = 1, a; = as_ + i fiir i > 2

e) 2,3,5,7,11,--- = 13; a1 = 2, a;41 = kleinste Primzahl > a; fir ¢ > 1
f) 1,1,2,3,5,---=8 a1 =1,as =1, a; = a;—1 + a;_o fiir i >3

g) 1,-1,1,-1,---=1;a1 =1, a; = —a;— firi > 2

h) 2,4,8,16, - =32 ay =2, a; = 2 a;_y fir i > 2

i) 1,2,4,7,11,---=16; a1 =1,a; = a;—1 + (i — 1) fiir ¢ > 2

j) 0,1,4,9,16,--- = 25;a; =0, a; = (i — 1)? fiir i > 2

Hier goht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 13.3: Folgen

a) Wildschweine haben fiir Sdugetiere eine sehr hohe Vermehrungsrate von mindestens 600 % bezogen
auf die weiblichen Stiicke der Ausgangspopulation. Dies beriicksichtigt bereits die Entnahme durch
Krankheiten, Wildunfélle und Jagd.

Gehen wir vereinfachend davon aus, dass nur weibliche Stiicke gefrischt (geboren) werden.

Wenn wir eine Rotte mit 10 Bachen haben, wie viele Tiere (Bachen, Keiler, Uberliufer) haben wir nach
1, 3, 5, 7 Jahren, wenn einmal im Jahr gerauscht (fortgepflanzt) wird, also nur eine Generation pro
Jahr? Zunéchst ist die Formel fiir die Folge aufzustellen. Da Wildscheine bis zu 21 Jahre (auch in freier
Wildbahn werden iiber 15 Jahre angenommen) alt werden, sind die Stiicke der Generation X in der
Generation X + 1 noch vorhanden und werden frischen.

Xp=Xn_1-(1+600%)=X,_1-7

Nach 1 Jahr (n = 1) sind bei X,,_1 = Xy = 10 somit X; = Xy - 7 = 70 Stiick vorhanden. Es ergibt sich
somit:

Xn =X -7

somit:

X3 =3.430 X5 =168.070 X7 =8.235.430

b) Durch Verlust der Leitbache und/oder sog. Mastjahre (verstirkt durch den intensiven Anbau von
Biogasmais) rauscht es bis zu 3 Mal im Jahr. Auch Uberliuferbachen (,, Teenager*) kénnen beschlagen
werden und frischen.

Was éndert sich nun? Wie viele Tiere sind es nach 1, 3, 5, 7 Jahren? Die Formel aus der vorherigen
Aufgabe bleibt, bezieht sich jedoch auf die Generationen. War n bisher das Jahr, so fithren wir ein
j = 3%n, mit j fir das Jahr mit je 3 Generationen, n.

X;=X;_1-(1+600%)* =X;_, -7

Nach 1 Jahr (j = 1) sind bei X;_; = Xo = 10 somit X; = Xo - 7 = 3430 Stiick vorhanden. Es ergibt

sich somit:
somit:
X3 =403.536.070 X5 =4,74756F + 13 X7 =>5,58546F + 18

Nun verstehen Sie vielleicht, warum der Einsatz von Nachtsichtgerdten fiir die Jagd auf Wildscheine
von der Politik, nicht von den Jagern, gefordert wurde.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 13.4: Beschranktheit, Monotonie, Haiufungspunkte,
Konvergenz
1 1
a) (an B = qp — =
Quelle: http://wiw.mathods.com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr)E4nktheit; Abruf 2024-09-01.
3-n+5

— _ n, B - @ -

b) (a")neN =(=1) 2.n2 e

Quelle: http://www.mathods.com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr/E4nktheit; Abruf 2024-09-01.
2
1yn 5-n
¢) (an), = (1) 2
zEN n2+7-n+38
Quelle: http://wiw.mathods.com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr)Ednktheit; Abruf 2024-09-01.
2
6-n°+13-n
d) (an),en = (D)™ ————
") neN 5- TL3 + 7

Quelle: http://www.mathods.com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr/E4nktheit; Abruf 2024-09-01.
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 13.5: Reihen

a) Entwickeln Sie die Zahl 81.000 in eine Summendarstellung im Dezimalsystem.

81.000 = Y a; - 10" mit
i=0

alle a; = 0 auler ay = 1,a5 = 8
b) Entwickeln Sie die Zahl 32 in eine Summendarstellung im Binérsystem.
oS} .
32= >3 a;-2" mit
i=0
alle a; = 0 aufler a5 = 1 +— 100000, . Beachten Sie bitte, dass n bei 0 beginnt.

¢) Entwickeln Sie die Zahl 365 in eine Summendarstellung im Zweiersystem /Binérsystem.

S} .
365 =Y a; - 2" mit
i=0

ao
ai
a2
as
alle a; = 0 aufler ay
as
ae
ar
as

bzw. 101101101,

= O OO

d) Eine sehr wichtige Reihenentwicklung ist die Fourier-Entwicklung oder Fourier-Transformation. Mit
ihr wird eine Funktion des Zeitbereichs f(t) in eine Funktion des Frequenzbereichs f7(f) transformiert.
Uberlegen Sie, welche Frequenzen wiirden Sie mit welcher Amplitude erwarten fiir folgendes Pulssignal:

e~
Abbildung B.4.: hoher Puls, 2-Kanal-
Aufnahme, 2s Dauer,

| s gespreizte Darstellung

L J
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Die rechenintensive Transformation wird heute in der Regel von Programmen erledigt. Das Programm
Audacity errechnet folgende Frequenzverteilung;:

Frequenzanalyse O >

~ B

-18dB
244

-30dB
-36dB
-42dB
-48d

Abbildung B.5.: Frequenzbereich, Sym-
metriebetrachtungen
werden Thnen spéter
im Studium weitere

» Informationen liefern.

50Hz 100Hz 200Hz 400Hz 1000Hz 2000Hz 4000Hz 8000Hz 16000Hz

Cursor| 808 Hz (G4#5) = -63dB  [Spitze{ 842 Hz (6#5) = -624dB | [ Gitterlinien

Algorithmus: | Spektrum v GréBe:|1024 ~ Export...

Funktion: Hann-Fenster w5 Achs&t|Log.Darstellung ~ | | Neuzeichnen...

SchlieBen 0

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 14.1: Potenzen und Wurzeln v1
2) f(@) =2 —
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D = (z € R); sieche Abb. B.6.

Die Umkehrfunktion ergibt sich zu g(z) = «”7 mit
Dy = Wy.

7/3

0,5 +

xz von — 1 bis 1

| | ;Zl:
0,5 1,0
Abbildung B.6.:
Plot der  Funktion
f(z) =% auf R
237
1,0
0,5
x von — 1 bis 1
0l5 1,‘0 ]

Abbildung B.7.:

Plot der Umkehrfunkti-
on g(z)

Z7/3

— Imaginérteil
— Realteil

xz von — 1 bis 1
a3

1 1 »
‘ T T =

0,5 1,0

Abbildung B.8.: Plot der Funktion

f(x) = 27 mit komple-
xen Anteilen
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b) f(x) =7z + 1425 —

D = (z € R). Die Umformung zu f(x) = 725(22 +2)
zeigt die flinffache Trivialnullstelle z = 0.

2242 hat nur 2 Nullstellen in C, was wir nicht weiter
betrachten.

Sofort erkennbar sind die Punktsymmetrie zum Null-
punkt sowie der Wertebereich W =] — oo, +-00].

Die erste Ableitung ist f/(z) = 72*(10 + 722), die
zweite Ableitung f”(x) = 1423(20 + 212?%).

Die erste Ableitung hat eine vierfache Nullstelle bei
x = 0, die anderen sind in C, was wir nicht weiter
betrachten. Da f”(z = 0) = 0 handelt es sich um
einen Sattelpunkt, was bereits durch die Symmetrie
klar war.

Es liegt strenge Monotonie vor. D. h., es existiert eine
Umkehrfunktion (Spiegelung an der 1. Winkelhal-
bierenden), auch wenn sich diese nicht geschlossen
herleiten ldsst.

; from =110 1)

Abbildung B.9.: Plot  der  Funktion
f(z) = 72" + 142°

(x from =112 1)

Abbildung B.10.: Plot der 1. Ableitung
f'(z) = 72*(10 + 72?)

00|
400/
200/

(x from =110 1)
[ 1 *
= _200|
~400|
—600|

Abbildung B.11.: Plot der 2. Ableitung

f'(x) = 1423(20 +
2122)
sp |
|
i
3 2 1 :,7 1 2 T e i

Koxox o ow o
Popop oo

c '
Root[7m17 4121115 - x &, 7]

Abbildung B.12.: Plot der Umkehrfunkti-
onzu f(z) = Tz’ +14x°
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c) flz)=2" —

(& from =110 2)

D=(xeR:z>0).

Erkennbar ist, dass sich gleiche Funktionswerte f ) )
durch verschiedene z ergeben; eine Spiegelung an Abbildung B.13.: Plot dgr Funktion
der Winkelhalbierenden bestétigt dies. Somit ware f(z) = 2™ auf R

eine Umkehrfunktion nur abschnittsweise definiert.

Analog zu f(z) = x"/* ergeben sich imaginére Anteile
fir <0 (B.13).

{x from =110 2)

real part
imaginary part

Abbildung B.14.: Plot der Funktion
f(z) = ¥ mit imagin4-
ren Anteilen

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 14.2: Polynome
a) f(z)=2%—622+42 —
f(z) ist ein Polynom 3. Grades und ist definiert fiir x € R.

Da ungerade und gerade Polynomgrade vorhanden sind, gibt es keine Symmetrien zu einer der typischen
Achsen.
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Ein Polynom 3. Grades hat auf R bis zu 3 Nullstellen.
Sofort erkennbar ist, dass 0 eine einfache Nullstelle ny
ist. Mit Polynomdivision (oder durch Ausklammern)
ergbit sich

f ()

2
=2*—6zx+4
(x—O) x x +

Hieraus ergeben sich per Mitternachtsformel die Null-
stellen

ng =3 — /(5) und n3 = 3+ /(5).
Alle 3 Nullstellen sind in R definiert, es gibt keine Abbildung B.15.: Plot der Funktion f(z) =
transzendenten Losungen im C. 23 — 622 + 4z

Es gibt keine Asymtoten, der Wertebereich W = ¥
] — 00, +0o0[ hat keine globalen Extrema.

Als Polynom 3. Grades hat f(x) eine Ableitung f'(x),
die ein Polynom 2. Grades ist: f’(z) = 322 — 122 +4. 2|
Deren Nullstellen sind Sattelpunkte oder lokale Ex- 4
trema. Durch die Mitternachtsformel ergeben sich
die Nullstellen
2 2 i .16.: . i

ny=2- 2\/; und nf =2 + 2\/; , Abbildung B.16 ?1(05) :dée;z _llgzibieltung
Fiir die Entscheidung Sattelpunkt oder Extremwert v
kénnen Sie entweder den Vorzeichenwechsel von f(x) :
an den Nullstellen heranziehen oder die 2. Ableitung
an den Nullstellen der 1. Ableitung nehmen, wobei
nur das Vorzeichen relevant ist: f”(z) = 6z — 12
somit f”(n}) <0, f”(n5) > 0 somit bei n} lokales
Maximum, nj lokales Minimum.

-
4 {x from 0.04 to 4)

(x from -3to03)

Skizzieren Sie mit o.g. Informationen den Graphen

B.15, in dem Sie die Nullstellen markieren, die Ex- Abbildung B.17.: Plot der 2. Ableitung
trema berechnen, also f(n}), f(n5) und ein paar #(z) = 63 — 12
offensichtliche Stiitzpunkte.
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¥
1500
1000 {x from <B.1 to 8.1)
0
=5 ' 5 '

b) f(z) = 2* — 5022 + 625 —

D= (z €R).

Es bietet sich die Substitutionsmethode mit u = 2 Abbildung B.18.: Plot dir Fuznktlon
. f(z) = 2* —502* + 625
fs(u) = u? — 50u + 625 ergibt zwei Nullstellen bei "

u = 25 per Mitternachtsformel. 500

Somit ergeben sich fir z = £v/25 = £5 vier Null-

stellen in R, je eine doppelte in x = £5. / o o
500

1. Ableitung ist f'(x) = 42(—25 + %) mit Nullstel-

len z € —5,0,5.

2. Ableitung ist f”(z) = 4(—25 + 322). Abbildung B.19.: l;/lg)t) dez 1(. Igg)l—iitgr)lg
x) = 4x(— x

Somit sind die Werte bei -5 und 5 lokale Minima,
bei 0 ein lokales Maximum. v

Somit erkennt man, dass W = R \

Abbildung B.20.: Plot der 2. Ableitung
f"(z) = 4(=25 + 3z2?)
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c) f(x)=a5%—5z*+102® — 1022 + 52 -1 —

f(z) ist ein Polynom 5. Grades und ist definiert fiir

xzeR.

Da ungerade und gerade Polynomgrade vorhanden v
sind, gibt es keine Symmetrien zu einer der typischen 04
Achsen. e

Ein Polynom 5. Grades hat auf R bis zu 5 Nullstellen.
Aber wie aufdroseln?

Hier hilft die Methode Anstarren. Die Koeffizien-
ten sind die Binomialkoeffizienten einer 5. Potenz.
Entsprechend ergibt sich bei ndherer Betrachtung

{x from 010 2)

Abbildung B.21.: Plot der Funktion
fl)=(z—1)° flz) = 2% — 5z* +
1023 — 1022 + 5z — 1
Somit punktsymmetrisch zu 1.Die Nullstellen sind
trivial, 5-fach bei 1. Die Ableitungen sind:

fl@)=5(x-1)!

(x from -0.6 to 2.6)

Tk b L
[R-R SR

und .
f(z) = 20(z —1)3 65 o5 T s 2038

Es gibt keine Asymptoten, der Wertebereich Abbildung B.22.: Plot der 1. Ablfitung
W =] — o0, +00[ hat keine globalen Extrema.Lokale f'(@) =5z —1)
Extrema ergeben sich aus der Ableitung. Deren v

Nullstellen sind Sattelpunkte oder lokale Extrema.
Man erkennt sofort Nullstellen der Ableitung
bei 1 (4-fach). Da die 2. Ableitung hier den
Wert f”(1) = 0 ergibt, handelt es sich um einen
Sattelpunkt. Die Funktion hat keine Extrema, weder
lokal noch global.

(x from -0.6 to 2.6)

Abbildung B.23.: Plot der 2. Ableitung

Skizzieren Sie mit o.g. Informationen den Graphen (@) = 20(x — 1)3

B.21 in dem Sie die Nullstelle als Sattelpunkt
markieren, und ein paar offensichtliche Stiitzpunkte.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 14.3: Polynome II
a) f(z) = 6423 — 1344z + 1280 —

L J
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(% from -6.6 to 6.6)

Mit etwas Ubung erkennt man, dass alle Koeffizien- Abbildung B.24.: Plot der Funk-
ten durch 64 teilbar sind. Somit ergibt sich: tion f(z) =
f(z) = 64(z° — 21z + 20) 6423 — 1344x + 1280

Eine Nullstelle ergibt sich schnell mit n; = 1; Poly-
nomdivision durch (z — 1) und 64 ergibt:

fo(z) = 2% + x — 20 mit Mitternachtsformel erge-
ben sich die Nullstellen no = 4, ng = —5. Die
Funktion ist somit auch darstellbar als f(z) =
225(z — 1)(x — 4)(z + 5). Symmetrien und Asym-
ptoten sind nicht vorhanden.

Die 1. Ableitung ist

£'(z) = 192(22 +7) mit Nullstellen n/, = —v/7, n/y = Abbildung B.25.: Plot der 1. Ableitung
v fl(z) =192(22 +7)
Die 2. Ableitung ergibt sich zu f”(z) = 384z. Somot v

ist bei nf = —/7 ein lokales Maximum, bei nh = V7 400

ein lokales Minimum.

. (% from =112 1)

- 200 |
—400|

Abbildung B.26.: Plot der 2. Ableitung
1" (z) = 384z
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b) f(z) =27 + 925 — 942° — 7242* + 343223 + 1427222 — 53760z + 36864 —

f(z) ist ein Polynom 7. Grades und ist definiert fiir z € R.

Da ungerade und gerade Polynomgrade vorhanden sind, gibt es keine Symmetrien zu einer der typischen
Achsen.

Ein Polynom 7. Grades hat auf R bis zu 7 Nullstellen. v
Aber wie aufdroseln? 4000001
Tatséchlich probiert man auch in der Mathematik
durchaus aus, ob man eine Nullstelle findet, und
reduziert mittels Polynomdivision mehrfach runter.
Hier kénnen wir das Probieren nicht simulieren,
daher gleich die Umformung:

(x from =10.2 10 8)
X

200000 |

400000 |

flz) =(z—6)%(z+8)3(x—1)(z—2) Abbildung B.27.: Plot der Funk-
Damit eine doppelte Nullstelle bei n; = 6, eine tion flx) =
dreifache bei ny = —8, eine bei n3 = 1, und ny = 2. 27 +92%—942° - 72424+
Alle 7 Nullstellen sind in R definiert, es gibt keine 343223 + 1427222 —
transzendenten Losungen im C. Es gibt keine 53760x + 36864
Asymptoten, der Wertebereich W =] — oo, +-00[ hat .

keine globalen Extrema. 200000 |

Als Polynom 7. Grades hat f(x) eine Ableitung 150000 |
f/(z), die ein Polynom 6. Grades ist: 100000
f'(x) = (z + 8)%(7T2* — 582> + 1022 + 6562 — 840) 20000
= (z —6)(x + 8)%(z(x(7x — 16) — 86) + 140)

Deren Nullstellen sind Sattelpunkte oder lokale Ex-
trema. Man erkennt sofort Nullstellen der Ableitung Abbildung B.28.: Plot der 1. Ableitung
bei n'1 = 6 und n) = —8 (doppelt). Weitere sind F(x) = (z + 8)2(Tat —
ny &~ —3,2919 nj ~1,4842 nl ~4,0934 5823 + 1022 + 656 —
Fiir die Entscheidung Sattelpunkt oder Extremwert 840)
konnen Sie entweder den Vorzeichenwechsel von

f'(z) an den Nullstellen heranziehen oder die 2. Ab- ¥
leitung an den Nullstellen der 1. Ableitung nehmen, 200000 |
wobei nur das Vorzeichen relevant ist. Mit f”(x) =

100000 |

4205 + 2702* — 18802° — 868822 + 20592z + 28544 ! —  (femeaieed

erhalten Sie iiber das Vorzeichen die gesuchten 100000 |

Aussagen. 200000 |

Skizzieren Sie mit o.g. Informationen den Graphen

B.27 in dem Sie die Nullstellen markieren, die Abbildung B.29.: Plot der 2. Ableitung

Extrema berechnen, also f(n}_;) und ein paar f(x) = 4225 +270x* —

offensichtliche Stiitzpunkte. 1880z° — 8688x2 +
205922 + 28544

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 14.4: gebrochen rationale Funktionen

(z +5)*
a) f(z)=—F—"77
@-5)@+ 1)
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Trivial ist der Definitionsbereich W = R\ z =
-1,z =5.

Es gibt Asymptoten bei den Definitionsliicken. Der
Wertebereich ist daher W =] — oo, +00].

Trivial sind auch die Nullstellen: 4-fache Nullstelle
bei z = —5.

Die 1. Ableitung ist

(2(z — 11)z(z +5)3)
((z =5)*(z + 1))

Der Definitionsbereich bleibt erhalten. Nullstellen
bei -5,0 und 11 stellen entweder lokale Extrema
oder Sattelpunkte dar.

Natiirlich kann man nun die 2. Ableitung bilden, was
moglich, aber zeitaufwendig ist. Oder man nimmt
wieder die Methode Anstarren: Die Asymptoten

f@) =

500 | (% from -25.4 1o 20.7)

Abbildung B.30.: Plot der Funktion
=+ 5)4
= e 5e+D

(x from -46.1to 12.8)

Abbildung B.31.: Plot der 1. Ab-
leitung  f'(x) =
(2(x — 11)z(z + 5)3)
((z —5)*(z +1)?)

teilen den Definitionsbereich in 3 Teile:

bel £ = —5 nur ein lokales Minimum sein.

x = 0 nur ein lokales Maximum sein.

x = 11 nur ein lokales Minimum sein.

o x < —1mit x=-5: f(x) geht sowohl gegen
—oo als auch gegen -1 nach co. Damit kann

e —1 <z <5mitx=0: f(x) geht sowohl gegen
-1 als auch gegen 5 nach —oo. Damit kann bei

o x >5mit x =11: f(x) geht sowohl gegen 5
als auch gegen co nach oco. Damit kann bei
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(z2 - 1)

b) f(ilf)zm—>

f(z) ist eine gebrochen rationale Funktion. Im Nenner erkennt man, dass eine Nullstelle nur fiir Losung
der Gleichung z? = —1 existiert, somit alle 2 € R im Definitionsbereich sind.

(x from =1.1t2 1.1)

Abbildung B.32.: Plot der Funktion mit
unterschiedlichen Wer-
tebereichen f(z) =

2 _
Nullstellen sind -1 und 1. (562 1)
1. Ableitung ist f'(z) = ﬁ fiir alle z € R F (2 +1)
Nullstelle der Ableitung bei 0. :
Die 2. Ableitung ergibt sich zu f”(x) A ;
. VA = — -
g g (372 + 1)3 e (x from =510 5)

f"(z = 0) > 0, somit ist das lokale Minimum auch *

das globale Minimum.

Abbildung B.33.: Plot der 1. Ableitung
dx .
f/(.’I)) = m fur

allez € R

2 (x from -1.51t01.5)

1510405 0SS0 15

2

Abbildung B.34.: Plot der 2. Ableitung

4 — 1222
F(@) = e
(22 +1)3
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((z+1)*+3)?

) 1@ =Ty
¥
(% from -2.3 to 0.4)
D=(zeR\-V4-1~-2,219). 20 <15 10 05 o0
Es bietet sich die Substitutionsmethode mit . ' .
u = z + 1 an, zumal v/ = 1 das Ableiten nicht Abbildung B.35.: Plot  der Fl;nkt102n
verkompliziert: flz) = ((<(m + 1>)7+ 3))
(u?+3)? . . z+1)T+4
s(u) = ——, mit Dy =R\ —v/4.
fulu) = g i \-¥a

ergibt keine Nullstellen in Dy, nur komplexe
Nullstellen.

1. Ableitung ist f(u) =
—(u(3 + u?)(—16 + 21u® + 3u"))
(44 u7)?
len u; = 0,us =~ 0,925453. Weitere 5 sind komplex.
Die 2. Ableitung ist eine Fleiaufgaben, die wir
uns ersetzen durch Betrachtung eines Vorzei-

(x from -7.6 to 5.7)

mit  Nullstel-

Abbildung B.36.: Plot der Funk-
tion f(z) =
((z+1)2+3)?

chenwechsels. Lokales Minimum bei w1, lokales ande-
Maximum bei wuy. Achtung: Wenn Sie nun (@+1)7+4)°

f(z) zeichnen, bedenken Sie die Substitution! rer Ausschnitt

Tr1T = U1 — 1 = —]., To = Uy — 1 ~ —0.074547. ¥

Asymptote bei der Definitionsliicke.

u o 4
{u from <1.8tc2.4)

f'(x)

5 0 % jufrom -10.1 10 10.7)

Abbildung B.38.: Plot der 1. Ableitung
f'(z), anderer Aus-
schnitt

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 14.5: Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion

a) f(z) =@ —22e+)

L J
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Leicht erkennt man, dass sigh die Funktion umschrei- rr o5 Tl 15 20 3
ben lisst in f(z) = e*~1". Der Graph ist ein um

1 nach rechts verschobener Graph von emz, symime- Abbildung B.39.: Plot  der ~ Funktion

trisch zu x =1 flz) = e(@®—2a+1)

D =R, W = [1, 00[, keine Nullstellen auf R. ,

1. Ableitung ist f'(z) = 2e(e—1)? (x—1). Danur z—1 o

Null werden kann, ist die Nullstelle bei nj = 0. Sie Lex 107

ist globales Minimum, erkennbar auch am Vorzei- Lo 10% e
chenwechsel von f/'(z) inz =1 st

-5 E 5 10
-5.0%10%

Abbildung B.40.: Plot der 1. Ab-
leitung  f'(x) =
2el(z —1))(z —1)
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b) f(z)=In(2? -2z +1) —

o lx from -6 1o 6)
Man erkennt im In die 2. binomische Formel und
stellt um zu f(z) = In (2 — 1)2. Damit erkennt man
leicht, dass bei = 1 eine Definitionsliicke ist. Asym- Abbildung B.41.: Plot der Funk-
ptote entsprechend bei x = 1. o tion f(x) _

D=R\ {1}, W=R. In(2? — 22 + 1)
Nullstellen ergeben sich zu einem In(1), durch die

Quadrierung zu %1, somit zu n; = 0,12 = 2. Sym- ¥

metrie zu x = 1. 5 o) &

Die 1. Ableltung ist fl(.Z‘) = —1 Diese hat keine mé (x from -0.02 to 2)
T — : x

Nullstellen, somit weder Sattelpunkt, noch Extrema.

Abbildung B.42.: Plot der 1. Ableitung

2
) —
flw) = ——
1
o) fl@)=1—>
v
8|
J U
2 (% from =1.7 12 1.7)
-L5 -1.0 | 1.0 15 *
D=R\{-1,0,1}, W=R\O0. Abbildung B.43.: Plot der Funktion
Symmetrie zur y-Achse, Asymptote bei x = =+1, 1
Definitionsliicke bei z = 0 ) f@) = In 22
Die 1. Ableitung ist f'(x) = ————. Diese hat v
(zIn"(z?)) 20|
keine Nullstellen, somit weder Sattelpunkt, noch m@
EXtrema- ~(x from -1.7 120 1.7)

+ X
C15 -10-05 S L0 A5
“10]
_a20/

Abbildung B.44.: Plot der 1. Ableitung

, _ -2
f@) = o)

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 14.6: Trigonometrische Funktionen

a) f(z) =sin?(z?) —
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D=R,W=0,1].

Der Sinus wird Null bei ganzzahligen Vielfachen von m,
wegen x2 = k - 7 also:

ne =t*tvk-m,k€Z.
1. Ableitung ist f’(z) =4 -z - cos(x?) - sin(x?),

2. Ableitung ist f”(z) = —8 - x% - sin®(z?)
+ 8- 2% - cos?(x?) + 4 - sin(z?) - cos(z?).

Die Nullstellen von f’(x) sind lokale Extrema,

n;czi,/k-g k€.

-3 -2 -1 1 2 3
x von — 3,3 bis + 3,3

Abbildung B.45.: Plot der Funktion f(z) = sin?(2?)

202
A sin”(z%)

—10 -5 5 10
x von — 9,8 bis + 9,8

Abbildung B.46.: Plot der Funktion f(z) = sin®(z?)
(anderer Ausschnitt)

4 - - cos(x?) - sin(x?)

x von — 2,5 bis + 2,5

Abbildung B.47.: Plot der 1. Ableitung
f'(z) = 4-2-cos(x?)-sin(x?)

L4z cos(z?) - sin(z?)

z von — 15 bis + 15

Abbildung B.48.: Plot der 1. Ableitung
f'(z) = 4-x-cos(x?) -sin(x?)
(anderer Ausschnitt)
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k
]D):R\xz:lzgﬂ',kEZ\O,

W =] — o0, +00[. Der Sinus wird Null bei ganzzahli-
gen Vielfachen von m,

ng = tkm  k € Z.

Die Nullstellen stellen Sattelpunkt dar, mit Asym-
ptoten bei den Definitionsliicken.

c) f(x)=cos®(x) —

D=R

W=[-1,1].

Der Cosinus wird Null bei nj, = :I:kg keZ\D0.
Die 1. Ableitung ist f'(z) = —5cos*(x) sin(x).
Nullstellen sind somit bei nj, = I<:§

Die 2. Ableitung ist —5 cos®(z)(cos?(z) — 4 sin?(x)).
Entsprechend ergeben sich Sattelpunkte und lokale
Extrema.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

5
Jk (x from -6.283 to 6.283)
x

n 2

5

10

Abbildung B.49.: Plot der Funktion
sin(z
fla) = 2D

cos?(x)

(x from -25.13 10 25.13)
v

Abbildung B.50.: Plot der Funktion
_ sin(x)
f({E) - C082 (.’1?) ’
rer Abschnitt

ande-

¥

1.0
0.
. (x from -6.3 tc 6.3)

Abbildung B.51.: Plot der Funktion
f(z) = f(x) = cos®(z)

[\ﬂ [\/\ (x from -6.283 to 6.283)
-0.5
-1.0
-15

Abbildung B.52.: Plot der 1. Ab-
leitung f(x) =
—5cos*(z) sin(x)

i

\H/zW\H/

(x from -6.283 to 6.283)

Abbildung B.53.: Plot der 2. Ableitung
—5cos3(z)(cos?(z) —
4sin?(z))
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 14.7: Betragsfunktion
a) f(z) =z -5 —
Zu beachten ist, dass wir uns in R bewegen, somit keine komplexen Losungen betrachtet werden.
v
Somit haben wir nur eine Bereichsgrenze bei z = ¥/5,
was gleichzeitig Nullstelle und globales Minimum ist.
x from0.3t0 3.1)
cx< V5 f(z)=—(a*~5)
e 2=3%5  f(x)=0
e« x> 35 f(z) = (23 —5) Abbildung B.54.: Plot der  Funktion
. : L f(z) = |2* — 5|
Bereichsweise ableiten fiir zu
30'1:
e x< V5 fl(z)= 37 =) /
| [x from03to3.1)
« > \3/5 fl(.’L') — 33,;2 Iﬂé
e z=15 keine stetige Ergéinzung moglich ol Lo 2025 80
Die 1. Ableitung ist als Einzelterm darstellbar mit i .
(322(=5 + 2%)) , Abbildung B.55.: Plot der 1. Ableitung
o) —
f(z) = 5127 auf R\ /5 (3x2(—5 + z3))
| — 5+ 23]
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 14.8: Polarkoordinaten
a) f(p) = p?> — Definitions-, Wertebereich und Nullstellen sind wie Extrema trivial, ebenso die 1.
Ableitung f'(p) = 2 - ¢ im kartesischen System.
Herleitung der Polarkoordinaten:
rT=r-cosp yYy=r7r-sinp
mit y = 22
r-singp = (r - cos p)?
r-sinp =12 .cos? ¢ beide Seiten durch r dividieren
sing =7r-cos?p beide Seiten durch cos? ¢ dividieren
_ singp
)
Funktionsdarstellung:
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Kartesische Koordinaten: Polarkoordinaten:

¥
1.4
1.2
1.0
0.8 [x from =1.2t0 1.2)
0.6
0.4
0.2

-0 -05 0.5 1.0

Cﬁ

Abbildung B.56.: f(z) = 22, kartesisch

Abbildung B.57.: f(¢) = ¢?, polar

(x from =50 to 50)
2000 100
100
= 2000

Abbildung B.58.: f(p) = ¢?, polar, ande-
rer Ausschnitt

Darstellung 1. Ableitung:

Kartesische Koordinaten: Polarkoordinaten:
}" 15
2
1
. {x from =110 1) :
=1.0 =05 0.5 1.0 S,
— I -15 ~10 -5 5 10 N N
-2
Abbildung B.59.: f/(z) = 2 - z, kartesisch
Abbildung B.60.: f/(¢) =2 - ¢, polar

&

Abbildung B.61.: f/'(¢) =2 ¢, polar, an-
derer Ausschnitt

\/

L w_
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2

Quelle: Herleitung y = x“ polar https://socratic.org/questions/how-do-you-convert-y-x-2-into-polar-form

b) f(p) = (¢ +5)* — Definitions-, Wertebereich und Nullstellen sind wie Extrema trivial, ebenso
die 1. Ableitung f'(¢) = 4- (5 + )3

Funktionsdarstellung:

Kartesische Koordinaten: Polarkoordinaten:

¥

0.8
06 (¥ from -6 10 -4) 1500
0.4
0.2
x
-55 =50 -45  -40

1000

Abbildung B.62.: f(z) = (z + 5)*, kartesisch

500

(% from =1.82tc 1.821)
-400 -200 2000 400 0 BOD

Abbildung B.63.: f(¢) = (¢ + 5)*, polar

50000

{x from -21.85 t0 21.85)
~60000 —40000 -20000‘\&('/26000 4000 60000 :

-

Abbildung B.64.: f(¢) = (¢ + 5)%, polar,
anderer Ausschnitt
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Darstellung 1. Ableitung: Polarkoordinaten:

Kartesische Koordinaten: 1200
v I
400 1000

200
. (x fro 99to-=01) .

- 6 -4 -2 0

~200
600

—400

400

Abbildung B.65.: f'(x) = 4 - (5 + x)3, kartesisch

200

(x from =1.82 to 1.821)
-200 200 400 OO

-200

Abbildung B.66.: f'(p) = 4-(5+ ¢)?, po-

lar
7

20000

N

{x from -21.85 10 21.85)
~20000 mm\% 10000 200

~10000

~20000

Abbildung B.67.: f'(p) = 4-(5+ ¢)3, po-
lar, anderer Ausschnitt
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100

Abbildung B.68.: f(z) = In(z

*), kartesisch

104

S

(7
o/

Abbildung B.70.: f(¢) =

Darstellung 1. Ableitung:
Kartesische Koordinaten:

anderer Ausschnitt

Technische

. i RBD . Managementberatung D h m nﬁf:sgbgle

c) f(v) =In(¢p?) — Definitions-, Wertebereich und Nullstellen sind wie Extrema trivial, ebenso die

1. Ableitung f'(¢) =lnp+1

Funktionsdarstellung:

Kartesische Koordinaten: Polarkoordinaten:

L5

1.0 05

0.5 (% from =01 te 2.1) B T R T Ty o A LR AR

0.5 0 15 2.0 Abbildung B.69.: f(¢) = In(¢?), polar

(x from -37.710 3

In(p¥), polar,

Abbildung B.71.: f'(z) = lnz + 1, kartesisch

Polarkoordinaten:
2
I 0:5
(x from -3 1o 3) I s =ttt |
-3 -2 -1 1 2 3 ST -
. Abbildung B.72.: f()
=2

(x from -2.321 t0 2.321)
0.5

=Inp + 1, polar

Abbildung B.73.: f/(

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

@
\o/

®)

anderer Ausschnitt

(x from -27.85 to 27.85)

=Inp + 1, polar,

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 15.1: Stetigkei

Quelle: b) ... g) https://www.nax-acadeny.de/contentPool/5dfa7d81c4ae3e00079a2347; Abruf 2024-08-29

a) Untersuche die Funktion f(x) = |z | auf Stetigkeit —
f(z) ist stetig.

902/3

-2+ (z—-1)-In(|z|+1) +
-1

Nicht stetig, da an beiden kritischen Punkten £ =0 und x = 1

links- und rechtsseitige Grenzwerte jeweils nicht iiberein stimmen.

b) Uberpriife, ob diese Funktion stetig ist: f(x) =

t

fir z €] — 00, 0]
fir z € [0,1]
fir = €]1, oo

1/3

%
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8-a+16-x T <2

¢) Fir welche a € R ist die Funktion stetig: f(x) =

lim (8-a+16-z) =8-a+ 32

T2~ ) )
li . 2)) =4
xigh(a (z+2)) a
lim f(a:); lim f(z) = 8.a+32=4-a> & a>-2-a-8=0 = a1 =4; ag =2
T—2~ z—2+
8:4+4+16-2=32+16-2 <2
a1 =4: f(z) =

|42 (z+2)=32+16-2 z>2
— f(z) ist fiir @ = 4 stetig auf ganz R.

8- (=2)+16-2=-16+16-2 2x<2
ay=—2: f(z) = — f(2)=16
? f(@) {(—2)2-(:r+2):8+4-:r x> 2 1@
— f(z) ist fiir a = —2 stetig auf ganz R.
g 51 < s
d) Fiir welche k € N ist die Funktion stetig: f(x) = /k2 ¢ O<z<s —
sin®(z) §2z<m
f(z) ist fiir k = 4 stetig auf dem Intervall [0, 7] C R.
2t +b >1
e) Fir welche Werte von a,b € R ist die folgende Funktion stetig? f(x) = {a v v ; )
x x
f(z) ist fiir @ = 1 — b stetig auf R.
In(z) .
f)  Untersuche die Funktion auf Stetigkeit (z > 0) : f(z) = (x—1 fitr 2 # 1 —
1 firz=1
f(z) ist stetig auf RT.
cos(z) fire <m
g) Untersuche die folgende Funktion auf Stetigkeit: f(z) = sin(z) } —
firz>mn
x—T
f(z) ist stetig auf R.
Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 15.2: Ableitungen der Elementarfunktionen

a) f(z)=22 > £a?=22
b) f(z)=2a® — %x?’:?)xz
c) flz)=z*— £m4:4x3
&) @) =vi— LvE= i
) f@=3— &Hs=—m
f) f(z)=In(z) > L) =1
9 f@)=e o Ler=e
f(z) = sin(z) -

£ sin(z) = cos(z)
= cos(z) = —sin(z)

j) f(z) = tan(z) L tan(z) = @ = sec?(z)

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 15.3: Steigungen der Elementarfunktionen v1

a) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) =42 im Punkt 29 = 5. —

L J
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f(x)=0 = [f'(42) =0.

b) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = 23 im Punkt zg = 4. —

fl(x)=3-22 = f/(4) =3 -4 =48.

¢) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(x) = e* im Punkt g = 0 und im Punkt z; = 1. —
fl(x)y=¢* = f(0)=1und f'(1) =e.

d) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = 3-+/z im Punkt zy =1 —

f(z)=(3- x1/2)/ =3.Y2.272 =3/ 5z = f'(1) =32

e) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(x) = sin(z) im Punkt ¢ = 0 und im Punkt z; = 7. —
f'(x) = cos(z) = f'(0)=1; f'(m) = -1

f) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = 10% im Punkt 2o = 3. —

f/(x) =10" - In(10) = f'(3) ~ 2.302,585.

g) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = In(6) im Punkt zg = 2. —

fl@)=0 = f'(2)=0.

h) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = In(z) im Punkt o = 0,1. —

f(@) =12 = f(110) =10.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 15.4: Summen- und Produktregel

Quelle: Vgl. [[Ross23]] S. 368ff.

a) 10-z2% =3 —

() =20-z; f'(3)=60.

b) 6-€% 19=0 —

f'(x) =6-¢" f(0) =6.

c) 2-23-30-22+6-2+2; 1p=1—

F(2) = —6-2% — 60z +66; £/(1) =0,

d) 4-23—60-2%2-132-2—12; 29 = -1 —
fl(x)=12-2%2 — 120 -2 — 132; f'(—1)=0.

e) 2-23—6-22+6-2+2; 19 =—2—
fl(z)=6-22-12-2+6; f/(-2) =.

f) 7475 28 —40-27° +2/o,2; z9g = 25 —

f'(z) =60-27 —300-2%° +5; f'(25) = 5.

g) —512/z 4+ 4/5.2%* + 96 - \/z; 20 = 16 —

F(@) =512 272 + 2V 4+ 48/ yz; F/(16) = 16.

h) 20-23-In(z); ©o=1—

f'(z) =60-2% In(z) +20-23 - /z; f/(1) =.

i) 20-e”-In(x); ©o =2 —

f'(x) =20-¢" -In(z) +20-e” - Va; f'(2) =~ 176,32.
j) Yin@) 4% -ln(z); 20 =1—

f'(z) = 4% - In(z) + Ym@) - 4% - 271 f/(1) ~ 2,89.
k) In(5) - logs(x) - €*; 2o =0,2 —

f(x) =<"/z 4+ In(5) - logs () - €7; f/(0,2) ~ 4,14.

1) 2%5.e® . \/x; 29 =0,25 —

f/(CL') = ./L'4 N ew . (5 + :E), fl(0,25) ~ 0703.Hier geht es zu Loésungshinweisen.
m) x%°-e®-\/z; Tg =

fl(z) = % e - (6 +); f'() = 3,39.Hicr geht es zu Losungshinweisen.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 15.5: Summen- und Produktregel [OpenAT2024p]

a) Bestimme die Ableitung von f(x) = 322 + 5x — 4.
f(z) =32% + 52 — 4

f'(x) =6x+5

b) Bestimme die Ableitung von f(z) = 2® — 222 + 2 — 1.
flx)=23-222+2 -1

fl(z) =322 — 4z +1

¢) Bestimme die Ableitung von f(z) = (2z + 3)(z? — 1).
fz) = 2z +3)(a? - 1)

f(x

)= (22 +3) (22 — 1) + 2z + 3)(z* — 1)
f'(=)

)

)

2(z? — 1) + (2x + 3)(22)
f(x) =22% — 24 42 + 62
f'(z) = 622 + 62 —

d) Bestimme die Ableitung von f(z) = (22 + 1)(23 — 4x).
f(x) = (a* +1)(a® — 4z)
= (22 +1)(2® — 42) + (2% + 1)(2® — 4=)’
z(z3 — 4z) + (2% + 1)(32% — 4)

ot — 8z% + 3z* — 40® + 327 — 4

e) Bestimme die Ableitung von f(z) = 52® — 322 4 2z — 7.
f(z)=52%—322 +2x -7

() = 152% — 62 + 2

f) Bestimme die Ableitung von f(z) = (z* — 322)(2% + 1).
f(z) = (z* — 32?)(z* + 1)

fl(x) = (a* = 32%) (2* + 1) + (z* — 32?)(z® + 1)’
f'(z) = (42 — 6z)(z% + 1) + (z* — 32?)(2z)
f'(z) = 42° + 423 — 62°® — 62 + 22° — 623
f'(x) = 62° — 82° — 62

g) Bestimme die Ableitung von f(z) = 42? — 6z + 9.
f(z) =42 -6z +9

fl(z) =8z —6

h) Bestimme die Ableitung von f(z) = (3z + 2)(22% — x + 1).
f(x)=Br+2)(2z2 -z +1)

f@)=0Bz+2)2x2 -2+ 1)+ Bz +2)(222 — 2+ 1)
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fl(x) =322 —z +1)+ (32 +2)(4z — 1)

f'(x) = 62% — 3243 +122% — 3z + 8x — 2

f'(z) = 182% + 5z + 1
i) Bestimme die Ableitung von f(z) = (2? — 2z + 1)(23 + z — 4).
flx) = (2?2 -2z 4+ 1)(z3 +x — 4)

f@)=@@*-224+1) (3 +2—4)+ (2?2 - 20+ 1) (2> + 2 —4)
2z —2)(z3 +2—4) + (2* — 2z + 1)(32® + 1)

=22+ 202 - 82— 2% — 22 + 8+ 3x* — 623 + 322 + 22 -2z +1

fl(z

)=
)=
7'(@)
f'(z) = 5z* —82® 4+ 62% — 4z +9

j) Bestimme die Ableitung von f(r) = 22° — 42> + 2 — 8.
flz) =225 —4a3+2 -8

f'(z) = 10z* — 1223 + 1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 15.6: Quotienten- und Reziprokenregel

Qmats ik [[ROSS%']] S. 383
f() 1

b) f(z) = n@)/e? —
f/(@) = 1-2In(0) /o5

¢) f(w)="<"vz =

f(x) = ez.ﬁ_075,ez_z—o,5/m.
d) f(.’E) = 1/e°Ic —

fl(z) = —e".

e) f(z)="2"/in() —

f'(@) =/(n@)".

f) f(ﬁ(,') = 4~ac2/% N
flx)="T7- 24,

g) flz)=10<"/yz >

f(z) = 10‘61'\/5—5~e’”~z—1/2/z'
h) f(x) = 4e*+60*/n(z) —
f/(x) = (1249”2"'12“)'1n(m)—4<x2—6'1/(1n(w))2.

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 15.7: Kettenregel
=In(e”) = f'(z) =1
= sin(z?) = f'(z) = 2z - cos(z?)

c) f(z) =e®) o f/(z) = —e®(®) . gin(zx)
d) /sin(z) = f'(z) = _cos(@)
2. 4/sin(x)
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e) In(ve?) = f'(z) = %

f) Bestimme die Ableitung von f(z) = (3z + 2)%.
f(z) = (3z +2)?

fl(x) =208z +2)-3=6(3z+2)

¢) Bestimme die Ableitung von f(x) = /522 + 4.
f(x) = Vbx? + 4z

f(z) = (522 + 4x)*/?
Fla) = %(5332 +42)"12 . (105 + 4)

o) = Moz td
2v/5x2% + 4z

h) Bestimme die Ableitung von f(z) = sin(4x® + 2z).
f(x) = sin(42® + 27)

f'(x) = cos(4a® + 2z) - (1222 + 2)
f'(z) = (122% + 2) cos(4x> + 27)

i) Bestimme die Ableitung von f(z) = In(7z* — 322 + ).
f(z) =In(7z* — 322 + z)

1
)= —— " . (282° — 6z + 1
(@) Tzt - 322+ =z e 241
2823 —6x 4+ 1
o —
f(x)_7x4—3x2+x

j) Bestimme die Ableitung von f(z) = 2o’z

f(l‘) — €2x3—x2+4x
fl(.’L‘) — 62x3_3¢2+4x . (6.’1}2 — 9% 4 4)

Fl(z) = (622 — 20 + 4)e2® 7 Hie

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 15.8: Kettenregel

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 15.9: Differentialrechnung — gemischte Aufgaben —

a) f(x) =z -sin(z?) — 2. 22 - cos(x?) + sin(z?)

b) f(z) = sin(cos(z)) — sin(z) - (— cos(cos(z)))

c) flx)=a1%+2%—2" - egz% — 10z° + 5z — 728
d”e”

d) W e®
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¢
sin(y)
cos(y3)
arctan(y)
dx
f) f(z) = (? - sin(z) + %) — z*/ - cos(z) + 2% - (In(z) + 1) + Q?)Lg/(;)
g) 4" oiniz) j;(x)

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

sin(x)

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 16.1: Integralaufgaben [OpenAI2024r]

a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z -dx

Losung: [z -dz = §+C’

b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [(2-z+3) -dx
Losung: [(2z+3)dz =2>+3z+C

c¢) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ 1 -dx

Losung: [Lldz=Inlz[+C

d) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ sin®*(z) -dz
Losung: [ sin?(z)dr = [ 1_+S(2w) de =1 [1dz— 1 [cos(2z)dx
=1z — Lsin(22) +C

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 16.2: Bestimmte Integrale

Quelle: Vgl. [[Ross23]], S. 516ff., Ubungsaufgaben 300 ... 303.

g 10 6 6
a) [(-3794+10-2*—6- Vad + 5) -dx:(—379~x+€~x5— §0X3+—1.X1> =6
J —
2
2
2 . 24 16 8
b) [(-188+24-2° —16- Vx5 + &) 'dx:(—188~x+g ~x6—z-m4+—2-x2) =7
J _
1
2
c) f2(20-x3—ln(8)-8z)-dx: @-x4—ln(8)- ! 87 )| =19
1 4 In(8) .
2
d) [(43+15-22-20- V294 &) dz =6
1
5
e) [(56-x* —1In(6) %) da =786
2
6
f) J(6+ 16-2% —16- Va'2+ 18) . dz =21
2
g) [(16-2® —In(7)-7*) -dx =18
1
P 12 9 10
h) [(—489+12 2% —9-Vat+ 1) 'dx:(—489~x+z ~m4—§‘m3+—1~m_1> =12
J _
2
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i) [(27746-2% -8 Va2 + 28) . da =8

W—

'S

i) [(63-22 —1n(6)-67) - dz =33
1

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 16.3: Bestimmte und unbestimmte Integrale
[OpenATI2024q]

a) Berechnen Sie das bestimmte Integral: fol rdz

1 22 1 2 2
firar=[5])=% -4 =3
b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [(2z + 3) dz

J(2z+3)de=2*>+32+C

¢) Berechnen Sie das bestimmte Integral: ff % dz
f2 Liz =[In|z]} =m2—-In1=1n2

d) Berechnen Sie das bestimmte Integral mittels Substitution: fol 2ze”” da
u= a7 = du =2z dx
Jy 2ze” dx = fole“du: [e“](l) —el—eV=e—1

e) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z cos(z) dz
Partielle Integration: [wudv =wuv — [vdu

u=x, dv = cos(z) dx

du = dz, v = sin(z)

[ cos(z)dx = wsin(z) — [ sin(z) dz = xsin(z) + cos(z) + C

f) Berechnen Sie das bestlmmte Integral: I sin?(z) dx

[ sin®(z dx—fl_%s(zm)dx:%fldm—%fcos(?w)dm

= 2z — :sin(2z) + C

Bestimmtes Integral:

(32— %sin(Qx)]O = (3m—1sin(2m)) — (30— 1sin(0)) =2

g) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ e**sin(z) dx
Partielle Integration zwei Mal:
I = [e*sin(z)dx
u = sin(x), dv = €2* dx
2z
du = 2cmos( z)dz, v= %

I=%sin(z)— [ 82770 cos(x) dx
Setze: J = [ €2* cos(z) dx
u = cos(z), dv = e** dx

621

du = —sin(z) dz, v =S

J:eszcos +f—sm x)dx
3 =55 in(z) — £5° cos(s

I=< Sm(:zr) — = cos( ) +1

%I 2 (sm(m) - cos(a:))

I = e**(sin(x) — cos(z)) + C

h) Berechnen Sie das bestimmte Integral: fo 22 cos(z) dw
Partielle Integration:

u = a2, dv = cos(z) dx

du = 2x dz, v = sin(z)

fﬂ/ z? cos(z) dv = [2? 51n(:v)]g/2 - W/2 2x sin(z) dx

)
I
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foﬂ/Z 2z sin(x) dr = [—2x cos(z ) 24 fw/z 2 cos(z) dw
= [—2z cos()]7/? + [2sin(z)]7/?

=0+2=2 )

foﬂ/z 2% cos(z) do = T — 2

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Liisun2g: u=2> = du=2zdx )
[2ze* dz = [e"du=e"4+C=¢" +C
b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ ze®” da
u-w2 — du-21:d:v — dx = ‘;Z
[ xe® da:—fxe -%
u= sin(:z:) = du = cos(z) dx

_ _ u? _ sin®(x)
Jcos(z)sin(z)dx = [udu= 4% +C =532 4+ C
u=2? = du=2xdx => d:c—@

[ zcos(z?)dx = [z cos(u) 3

1422

u=14+22 = du=2zxdr = d:z:—h

f) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ & dz

u=e* = du=3e**dr = dx—gz

fe3$+1dx—fui+1-3u—3fu+ldu—1ln|u—|—1|+C

g) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ ™) 4z
u=In(z) = du=1dz

f@dxzfudUZTJrczl“#w

e3I+1

du

u=1+2? = du=2zdr = dr = 5

u=e* —= du=e"dx

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

zzfedu—ze +C = 26 ‘1o

d) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ z cos(z?) dx

e) Berechnen Sie das unbestlmmte Integral: [ \/L dx

 Fmdr=[ s = uPdu=5 -2+ C=

h) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ zv/1 + 22 dx

Javi+a?2de = [ayu- L =1 [u'2du=1 2032 +C =

i) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ e” cos(e”) dx

[ e*cos(e”) dx = [ cos(u) du = sin(u) + C = sin(e®) + C

a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral mittels Substitution: [2-z e

¢) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ cos(z)sin(z) dz

f cos(u) du = L sin(u) + C =

1sin(z?) + C

V1i+z24C

1ln|e3”+1|+0

$(1+22)32+C

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 16.4: Substitionsverfahren [OpenATI2024s]
2
T o.dx

Losung: Partielle Integration: [wdv =wv — [vdu
u =z, dv = cos(x) dx
du = dzx, v = sin(x)

dr und v = €*

Jze*dr =ze® — [e*dz =z —e*+C =€“(x—1)+C

c¢) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z sin(z)dz Setze u =z und dv = sin(z)de = du =

a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z - cos(z) -dz

[ xcos(z) de = wsin(z) — [ sin(z) do = zsin(z) + cos(z) + C

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 16.5: Partielle Integration [OpenAT2024t]

b) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ze®dx Setze u = z und dv = e*dx = du =
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dz und v = — cos(x)
[ xsin(z) de = —x cos(z) + [ cos(z) dz = —x cos(x) + sin(z) + C

d) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z In(z)dz Setze v = In(z) und dv = zdz = du =

lclacundv—%
fa:ln dx—w—;n(x)—fZ—;~ld$— In(z) — % [adz
—71n() T+C= ()—T+C

e) Berechnen Sle das unbestlmmte Integral: [z%e”dx Setze u = 22 und dv = e"dz = du =
2z dr und v = €*

[ 2?e® dx = z?e” — [2ze” dx

Wende partielle Integration erneut an:

Setze u = 22z und dv = e* dr = du = 2dx und v = €*

[ 2ze® dx = 2ze” — [ 2e® dz = 2ze® — 2e* + C

[ 2?e® dx = z?e” — (2ze” — 2e%) + C = e®(2? — 22+ 2) + C

f) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z cos(z)dz Setze u =z und dv = cos(z)dz = du =
dz und v = sin(x)
[ xcos(z) de = wsin(z) — [ sin(x) do = zsin(z) + cos(z) + C

g) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z%e®dzx Setze u = z® und dv = e*dz = du
3z2 dxr und v = e®

fx?’em dx = z3e” f3x26z dx

Wende partielle Integration erneut an:

Setze u = 322 und dv = e* dv = du = 6xdx und v = €*

[ 3z%e” dx = 3z%e” — [ 6ze” dx

Wende partielle Integration erneut an:

Setze u = 62 und dv = e*dr = du =6dx und v = €*

[ 6ze” dz = 6ze” — [ 6e” du = 6ze® — 6e” + C

[ 3z%e® dx = 3z%e® — (6ze” — 6€%) + C = e®(32% — 62+ 6) + C
[a3e® dx = z3e” — e®(32% — 62 4 6) + C = e”(2® — 322 + 6 — 6) + C

h) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ z?In(z)dz Setze v = In(z) und dv = 2 dz = du =

lclacundv—%
fx21n dz:%ln(x)f 3§~%dx:3w In( i [2?da
—gln() %-%+C:%ln(x)—j+0

i) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ ze” do Setzeu = ¢ und dv = vdx = du =
2

2z¢® dz und v = X
f:cem2 dx = ””—226“32 —f % -2¢%” dx

— [a? e’ dz + C
Hier kénnen wir partielle Integration nicht mehr anwenden. Stattdessen erkennen wir, dass wir auf die
urspriingliche Funktion zuriickkehren, wenn wir erneut partielle Integration anwenden. Daher miissen
wir dies aufgeben und die Originalformel erneut anwenden, um die Integration zu losen.

j) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ e?®sin(z) - dx
Losung: Partielle Integration zwei Mal:

I = [€e**sin(z) dz

u = sin(z), dv = e?* dx

2z
du = cos(z)dx, v = -

I= ; sin(z) — [ 62% cos(z) dz

Setze: J = [ €2* cos(z) dx

u = cos(x), dv = e** dx
2x

J— 3 €
du = - sin(z) dx, v =S
__ e e“r o
J= Tcos )+ [ —Sin(x) dx
x
1J = < sin(z) — & cos(z)
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; sin(z) — 6271 cos(z) + 1

I — €

il = %(sin(m) — cos(z))

I = e**(sin(x) — cos(z)) + C

k) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z?-e® -dz
Losung: Partielle Integration zwei Mal:

uw=22 dv=e"dx

du =2zxdx, v=_¢€"

[ 2?e® dx = z?e” — [2ze” dx

u=2x, dv=e"dr

du=2dz,v=2¢€"

[ 2ze® dz = 2ze® — [ 2¢” do = 2ze® — 2¢” + C

[ 2?e® dx = z%e” — (2ze” — 2e%) = (2% — 22 + 2)e® + C

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 16.6: Diverse Aufgaben zur Integralrechnung

10 1 10 1
a) [ a2*-dz— [— -x5] = — - [10° — (—10)°] = 4.000
~10 5 “10 9
2 1 oy r
b) [r-¢-d¢p — |:§7"(Z52:| =3 [47r2 = O] =3 [47r2] =2rm?  nur Rechenbeispiel
0 0
[(r2 _ .2 2 1] 3_ L3 2 3
¢) [(r?—2a?) -7 -dz — me|rtE—gat| =t —0:7r~§r entsprechend dem
0 0
Volumen der Halbkugel
5 a 5 a 25a
d) [a-t-dt — 5° [tQ]O =z° 25 —0] = - Z B. in 5 Zeiteinheiten zuriickgelegte Strecke bei
0
Beschleunigung a
e) [z-sin(z)-do — sin(x) — x - cos(x) + C
f) j‘ emarccos(ew) . Sin(l‘) . dy N em»arccos(ez) . sin(:v) T

0

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 16.7: weiteres Training, erzeugt mit [OpenAI2024ul]

a) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [zdz [zdx = x—; +C

=

) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [22dz [22de = & + C

¢) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [e”dz [e”dz =e” +C

o,

) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [sin(z)dz [ sin(z)dz = — cos(z) + C
e) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ cos(z)dz [ cos(z)dx = sin(z) 4+ C

f) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ze®dz Setze w = z und dv = edz = du =
dr und v = €*

[ze®dr =ze® — [e"dr =z —e"+C =e"(x— 1)+ C

g) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ zsin(z)dz Setze u = z und dv = sin(z)dz = du =
dz und v = — cos(x)

J xsin(z) de = —z cos(x) + [ cos(x) dz = —x cos(z) + sin(z) + C

h) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z In(z)dz Setze uw = In(z) und dv = zdz = du =

2
%dmundv:x—
2 2

2
[zln(z)dr=%In(z) - [Z - tdz=2In(z) - L [zda

© 2000-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 314
Alle Rechte vorbehalten B. Lésungsvorschlige (Alle)

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist

ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



B. Lésungsvorschlige (Alle) =%BD .. IDM Dh m Lisehschute

Managementberatung Niirnberg

=)~} 5 +0=%h@)-5+C

i) Berechnen Sie das unbestlmmte Integral: [z%e®dx Setzeu = 2? und dv = e*dzr = du =
2xdx und v = e”

[ 2?e® dx = z?e” — [2ze” dx

Wende partielle Integration erneut an:

Setze u =2z und dv = e* dx = du = 2dz und v = €*

[ 2ze® dx = 2ze” — [ 2e® dx = 2ze® — 2e* + C

[ 2?e® dx = 2?e” — (2ze” — 2e%) + C = e"(2? — 2z + 2)+

j) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z cos(z)dz Setze u =z und dv = cos(z)dz = du =
dzx und v = sin(x)
[ xcos(z) de = wsin(z) — [ sin(z) dz = xsin(z) + cos(z) + C

k) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z%e®dz Setze u = 2® und dv = e*dz = du =
322 dxr und v = e*

[x3e® dx = 23 — [ 3a?e” dx

Wende partielle Integration erneut an:

Setze u = 322 und dv = e* dv = du = 6z dx und v = €*

[ 3z%e” dx = 3z%e” — [ 6ze” dx

Wende partielle Integration erneut an:

Setze u = 62 und dv = e*dr = du =6dx und v = €*

[ 6ze” dz = 6ze” — [ 6e” dv = 6ze® — 6e” + C

[ 3z%e® dx = 3z%e® — (6ze® — 6€%) + C = e®(32% — 62+ 6) + C

[ @3e® dx = z3e” — e®(32% — 624 6) + C = e®(2® — 322 + 62 — 6) + C

1) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [z?In(z)dz Setze u = In(z) und dv = 2*dz = du =

3
lda:undv—%

fx21n )ydo = 21 n(z) — [ 3-ldx=§ln(z)—%fx2dx

m) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: Ik e dx Setze u =22 = du=2xdx
fel2dx7 fevdu=1Lev +C = 1e® e

n) Berechnen Sie das bestimmte Integral: foﬂ/Q sin?(z) dx fo sin?(z)dr = f”/Q 1=cos(@2) gy

0 2
%fOW/Q 3 fo cos(2z) dx
T in ge T . . -
=amﬁ—%ﬁ%ﬁh =~ {sin(r) —sin(0)] = §
0) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ z®In(x)dz Setze u = In(z) und dv = 2®dz = du =
l dr und v = f
fx?’ In(z) dx = . = ;

%ln(x) — [ ldz=21In(z)- 1 [2%da
— 2 In(z )—Z 21 C=21n(z)- % +C
p) Berechnen Sie das bestimmte Integral: fol (322 -2z +1)dz fol (322 —2z+1)de = [2° — 22 + x](l) =
(13—1241)—(0®*-0*+0)=1-1+1=1
q) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: [ ﬁ de [ ﬁ dx = arctan(z) + C

r) Berechnen Sie das unbestimmte Integral: J ze” dr Setze u = 2? = du =2z dx
[ xe® dm—Qfedu—e—i—C’ 1e? ‘+C

s) Berechnen Sie das bestimmte Integral: [ zsin(z)dz Setze u =  und dv = sin(z) de = du =

dx und v = — cos(x)
Jo @sin(x) do = [~z cos(z)]g + [, cos(z) dx
= [~z cos(z)]y + [sin(x)]g = [~ cos(m) — 0cos(0)] + [sin(r) — sin(0)]

=—m(-1)—0+0—-0=m

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

\. J

Quelle: https://de.wikipedia.org/wiki/Kegelschnitt
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Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 17.1: Kegelschnitte
a) An der Parabel p : y = 422 + 5 sollen Tangenten gelegt werden, die zur Geraden g : 2x +y = 5
normal verlaufen.
Gesucht werden Geraden h, die parallel zur Normalen von g verlaufen UND die die Parabel beriihren.
Bestimmung der Steigung der Geradenschar h:

g:2x+y =>5<+= y = —2x+ 5 mit Steigung im Kontaktpunkt ar = —2, somit in der Normalen
1

agn = —— =0,5
ak

In welchen Punkten hat die Parabel die Steigung ag,,”

Py =8x mit ¥y = ag, =8x < x=10,5/8=1/16,p(1/16) = 71.

1
Die Punktgeradenformel ist y = m(x—x1)+y; Damit berithrt in Punkt, = (x; = 16 ¥t ~ 5,015 625) die

1 1
Gerade h(z) = y = agn(x —2¢) +y: =~ 0,5(x — 1—6) +5,015625 = 0,5z — 3 +5,015625 = 0,52 +4,984 375

¥

(x from =8.1t0 8.1)
— 4Re(x2)+5

5 * 0.5 Re(x) +4.98438

Abbildung B.74.: p: y = 422 + 5 , h(z) = 0,5z + 4,984 375

2 2
b) Gegeben sind die Ellipse e : :;—2 + Z—2 =1 und die Parabel p : y = 622. Haben diese Schnittpunkte?
Schnittpunkte liegen vor, wenn e = p, somit mittels Einsetzverfahrens p in e:

172 (6132)2 $2
2t e 195

52zt 4+ 22 — 52 =0.

+zt=1

Durch Einsetzen der Mitternachtsformel ergeben sich vier Nullstellen, davon zwei komplex, die wir hier

nicht betrachten. Schnittpunkte ergeben sich bei z = 2 = —1/54/v/2501/2 — /5
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' |
' |
' |
51 i
=
ot i
=5F A
;.2 2 I
1 1 1 Ll 1 1 1 -4 =
6 -4 -2 0 2 4 6 =3 =8
T _'-—EE.'J:'Z
] 22 g2 ,
Abbildung B.75.: e : = + & =1,p:y=6x

c¢) Eine Sonde umkreist die Erde auf einer elliptischen Flugbahn e : 25622 + 625y = 256 - 625. Sie soll
einen Himmelskérper treffen, der sich auf einer Bahn h : 25622 — 625y = 256 - 625 befindet. Kénnten
sich die Objekt treffen?

Abgesehen von Ort und Zeit miissen sich zunéchst die Flugbahnen schneiden, e = h. Somit

25622 + 625y = 25622 — 625y < 1250y% = 0

Damit in e oder h: 22 = 625 <+ 1 /2 = £25 Aus Geometrie- und Symmetriebetrachtungen ergibt sich
hierbei auch, dass die Schnittpunkte Tangentialpunkte sind.

20 3
100 /]
\\ I
Ay _,.’
= 0 I ]
/ A
; \
~10 / N
~20l . . . . . . L — 256 x2 4625 y2 = 160000
-30  -20 -10 0 10 20 30
v — 256 xZ - 625y = 160000

Abbildung B.76.: e : 25622 + 625y2 = 256 - 625, h : 25622 — 625y = 256 - 625

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.

Losungsvorschlag zu Ubungsaufgabe 17.2: Aufgaben zu Kegelschnitten [OpenAT2024v]

Quelle: [OpenAI2024v]
a) Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel mit dem Scheitelpunkt bei (0,0) und der Offnung nach
oben.

Die Standardform einer Parabel mit dem Scheitelpunkt bei (0,0) und der Offnung nach oben lautet:

y = ax?.
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b) Bestimmen Sie die Gleichung der Ellipse mit den Halbachsen a = 5 und b = 3 und dem Zentrum bei
(0,0).

Die Standardform einer Ellipse mit den Halbachsen a und b lautet: z—z + %: =1

Hier ist @ = 5 und b = 3, also lautet die Gleichung: % + % =1.

¢) Bestimmen Sie die Gleichung des Kreises mit dem Radius » = 4 und dem Zentrum bei (0, 0).

Die Standardform eines Kreises mit dem Radius r lautet: z2 + y? = r2.

Hier ist » = 4, also lautet die Gleichung: z2 + 3% = 16.

d) Bestimmen Sie die Gleichung der Hyperbel mit den Asymptoten y = :I:%m und dem Zentrum bei
(0,0).

Die Standardform einer Hyperbel lautet: z—z — z—z =1.

Die Asymptoten haben die Form y = :I:gx.

Hier ist 3 = %, also ist a = 4 und b = 3.

Daher lautet die Gleichung: "f—é — % = Il

e) Bestimmen Sie den Brennpunkt und die Gleichung der Parabel mit der Gleichung 3> = 8.

Die Standardform einer Parabel mit der Offnung nach rechts lautet: y? = 4azx.
Hier ist 4a = 8, also ist a = 2.

Der Brennpunkt liegt bei (a,0) = (2,0).

Die Gleichung ist: y? = 8x.

f) Bestimmen Sie die Gleichung der Ellipse mit den Halbachsen a = 6 und b = 2 und dem Zentrum bei
(17 *3)

Die Standardform einer Ellipse mit dem Zentrum bei (h, k) lautet: @;75)2 + @;75)2 = il
Hierist h=1, k= -3, a =6 und b= 2.

2 2
Daher lautet die Gleichung: % + @ =1.

. . . . . . 2 2
g) Bestimmen Sie die Brennpunkte der Ellipse mit der Gleichung 3z + 31’—6 =1.

Die Brennpunkte einer Ellipse liegen bei (£¢, 0), wobei ¢ = Va? — b2,
Hier ist a = 5 und b = 4;

c=+25-16 =19 =3.

Die Brennpunkte liegen bei (+3,0).

h) Bestimmen Sie die Gleichung der Hyperbel mit den Brennpunkten bei (£5,0) und den Scheitelpunk-
ten bei (£3,0).

Die Standardform einer Hyperbel lautet: 2—2 — %—z =1.

Die Brennpunkte einer Hyperbel liegen bei (£¢, 0), wobei ¢ = va? + b2.
Hier ist c=5und a = 3:

5=VI+02 = 25=9+b = ¥’ =16 = b=4

. . 2
Daher lautet die Gleichung: - — ¥= = 1.

i) Bestimmen Sie die Gleichung der Parabel mit dem Scheitelpunkt bei (2, —1) und der Offnung nach
rechts.

Die Standardform einer Parabel mit dem Scheitelpunkt bei (h, k) und der Offnung nach rechts lautet:
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(y — k)? = da(z — h).
Hierist h =2, k= —1 und a = 1.
Daher lautet die Gleichung: (y + 1)? = 4(x — 2).

j) Bestimmen Sie die Gleichung der Ellipse mit den Halbachsen a = 7 und b = 4 und dem Zentrum bei
(2, —2). Bestimmen Sie auch die Brennpunkte.

Die Standardform einer Ellipse mit dem Zentrum bei (h, k) lautet: (w;—ff 4F (y;—zk)rz = 1.
Hierist h=2, k= -2, a="7und b= 4.

Daher lautet die Gleichung: % + % = Il

Die Brennpunkte einer Ellipse liegen bei (h =+ ¢, k), wobei ¢ = Va2 — b? :

c=+49-16 = /33
Die Brennpunkte liegen bei (2 + /33, —2) .

Hier geht es zuriick zur Aufgabe.
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C. Loésungsvorschlige zu den Ubungsaufgaben
(erste Teilaufgaben)

a) log;,10=1

a) Ti—To+T3=2+7) —(4-2—1)+B-y+5)=9—4e+14+8y+5=|—4x+8y+15

—_—— —— N —
Ty T> T3

a) 9=09-10°
9-10° 9

a) 0-10"+8-10°=38
a) 7+2=3Rest 1

a) (8)10=(7)2
8+2=4Rest 0
4+2=2Rest 0
2+-2=1Rest0
1+-2=0Rest1
= (8)10 = (1000)2

a) (8)10=(7)s3

8+3=2Rest 2
2+3=0Rest 2
= (8)10 = (22)3

a) (8)10=(7)s

8+5=1Rest 3
1+-5=0Rest 1
= (8)10 = (13)5

a) (8)10=(")s
8+-8=1Rest0
1+-8=0Rest1l

= (8)10 = (10)s

a) (8)10=1(7)16

8 ~16 =0 Rest 8

= (8)10 = (8)16

a) (1001)2 = (?)10
1-84+0-440-2+1-1=(9)10

a) (21)3 = ()10

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 320
Alle Rechte vorbehalten C. Lésungsvorschlage (Teil 1)
Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen

Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



|
lirBD

B pmv

Managementberatung

C. Losungsvorschlage (Teil 1)

a) (1A)16 = (?)10
1-16+10- 1 = (26)1

a) (1001)2 = (?)8 = (?)16
001 | 001 — (11)s 1001 — (9)1g

a) (27)s = ()16
(27)s = (010.111)s = (01.0111)5 = (17)16

a) (1101)2 = (?)10
(1-241)-2+40)-2+1 = (13)1

a) b=2 n=7
(111.1111)5 =27 — 1 = 127

a) 100.101 4+ 111.010 = 1.011.111

a) 01.210 + 111 = 2.021
a) 101-10 = 1.010

a) 102-21 = 2.212

a) 4223 =2.121

a) 206 -31 = 6.426

a) 37-E =302

1 3 2 1
a) E+Z+§+§:

ohm

Technische
Hochschule
Nurnberg

a) In einer Urne befinden sich 3 rote und 2 blaue Kugeln. Wie viele Méglichkeiten gibt es, eine Kugel zuféllig

zu ziehen?

Es gibt insgesamt 5 Kugeln, also 5 Moglichkeiten, eine Kugel zu ziehen.

1 0
a) [0°] =10
0° 1

a) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

r+2y+z=4
2¢0 —y+32=9
T+y+2=6
1 2 1 | 4 1 2 1| 4 2 4 -2
9 —1 3 | o] B=HA o 1 3 | o 2= (9 1 3
1 1 1 | 6 0 -1 0 | 2 0 -1 0
7y =71 + (-2)
2 4 -2 | - 1 2 1| 4
_ Lo > Z
e A S 0 -1 0 | 2
0 -1 0 2 0 -5 1 1
s 121 o [t 21 4
Z2mz) g 5 10| =512, [ 5 0 ~10
0 -5 1 1 00 1 -9

© 2009-2026 iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

Briickenkurs Mathematik 2026-1
C. Lésungsvorschlage (Teil 1)

321

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist

ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



C. Losungsvorschlage (Teil 1) =%BD .. IDM Dh m Lisehschute

Managementberatung Niirnberg

Das gauflsche Eliminationsverfahren endet mit einer oberen Dreiecksmatrix.
Wir kénnen sofort ablesen: z = —9; die zweite Zeile ergibt y = —2.
Eingesetzt in die erste Zeile (Gleichung) erhilt man x = 17 und mithin die Losung:

‘m:17,y=—2,z=—9‘

a) Losen Sie das folgende Gleichungssystem:

r+2y+z=4
20 —y+32=9
T+y+2=6
TS N A Loz L4\, (2 -4 =2 | s
9 1 3 | o Z=%Zy o 1 3 | o] 2= (o 1 3 9
1 1 1| 6 0 -1 0 | 2 0 -1 0 2
2 4 -2 g A=h=(2
_ e T T - Lo > 7.
LB g 5 2 0 -1 0 | 2
0 -1 0 0 -5 1 | 1
o (121 4 12 1 4
=2, g 5 0 | —10) B2t (g 5 0 | —10
0 -5 1 1 001 | -9
7y = 2y — Zs
Zy = Zo + (5) 1 2 0 13 g oy 1 0 0 17
010 | —2| 2222 (¢ 1 o9 | —2
001 | -9 001 | -9

‘x:17,y=—2,z=—9‘

a) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = 42 im Punkt 29 = 5. —
fl(x)y=0 = f'(42) =0.

d) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) =3-+/z im Punkt zp =1 —
fl@)=(3-a"°) =3 Y22 =32vz = ['(1) =2

f) Berechnen Sie die Steigung der Funktion f(z) = 10?7 im Punkt 2o = 3. —
F/(x) =10° - In(10) = f/(3) ~ 2.302,585.
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D. Quellen

Quellenangaben fiir die Aufgaben (nach Aufgaben aufgelistet):

Ofters verwendete Quellen:

[Ross23] Ross, Matthias: Einfiihrung Mathematik. Skriptum an der FOM-Hochschule. Essen, 2023.

[Sche21] Scheitler, Gerhard: Ubungsaufgaben Ingenieurmathematik 1 Version 3.5 (WiSe 2021/22). Skriptum an
der FOM-Hochschule. Essen, 2021.[Scheitler2021]

Weiterfithrende Literatur, zum Selbststudium:

Alle Links wurden zuletzt am 19. Juli 2023 gepriift.
https://www-user.tu-chemnitz.de/~rhaf/Aufgabensammlung/Sammlung/Aufgabensammlung.pdf
https://sos-mathe.ch/

http://www.carsten-erdmann.de/lehre.html
https://online.uni-graz.at/kfu_online/LV_TX.wbDisplaySemplanDoc?pStpSplDsNr=23617

=== To be continued ===

Erlauterung 1.1: Vgl. [[Ross23]] S. 10
Ubungsaufgabe 1.11: https://chat.openai.com/; Abruf 2023-06-09
Ubungsaufgabe 1.14: https://chat.openai.com/; Abruf 2023-06-10

Ubungsaufgabe 1.15: Vgl. [[Ross23]] S. 11 und https://chat.openai.com/ Abruf 2023-06-10

eigene Berechnungen

Ubungsaufgabe 1.23: http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf; Ab-
ruf 2023-05-18

Ubungsaufgabe 1.24: http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf; Ab-
ruf 18-MAI-2023

Ubungsaufgabe 1.25: a) .. f): https://mathe.aufgabenfuchs.de/potenz/logarithmus.shtml; Abruf 18-
MAI-2023

Ubungsaufgabe 1.25: g) ... p): http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.
pdf; Abruf 18-MAI-2023

Ubungsaufgabe 1.28: nach [OpenAI2024e]

Ubungsaufgabe 2.10: http://www.namzu.de/skripte/logik/Tautologie.html; Abruf 07-MAI-2023
Ubungsaufgabe 2.12: https://homepages.thm.de/~hg8070/dm15/ueb01.pdf; Abruf 07-MAI-2023.
Ubungsaufgabe 2.13: a) ... ¢) OpenAl ChatGPT

Ubungsaufgabe 2.14: a) ... e) OpenAl ChatGPT; f) ... h) vgl. [MERZ21]] S. 15f.

Ubungsaufgabe 2.17: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCbe
r_ungerade_Zahlen; Abruf 25-OKT-2021

Ubungsaufgabe 2.18: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_ Summe_%C3%BCbe
r_Quadratzahlen; Abruf 25-OKT-2021

Ubungsaufgabe 2.19: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCbe
r_Kubikzahlen; Abruf 20-OKT-2021

Ubungsaufgabe 2.20: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Beweis_einer_
Identit%C3%A4t; Abruf 25-OKT-2021 Ubungsaufgabe 2.21: https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensa
mmlung Mathematik:_Teilbarkeit_durch_5; Abruf 25-OKT-2021

Ubungsaufgabe 2.22: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. B 14;
Abruf 20-OKT-2021

Ubungsaufgabe 2.23: http://www.carsten-erdmann.de/files/Analysis_1_1_Uebungsskript.pdf; Nr. 4.7
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https://mathe.aufgabenfuchs.de/potenz/logarithmus.shtml
http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf
http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf
http://www.namzu.de/skripte/logik/Tautologie.html
https://homepages.thm.de/~hg8070/dm15/ueb01.pdf
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCber_ungerade_Zahlen
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCber_ungerade_Zahlen
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCber_Quadratzahlen
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCber_Quadratzahlen
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCber_Kubikzahlen
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Summe_%C3%BCber_Kubikzahlen
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Beweis_einer_Identit%C3%A4t
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Beweis_einer_Identit%C3%A4t
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Teilbarkeit_durch_5
https://de.wikibooks.org/wiki/Aufgabensammlung_Mathematik:_Teilbarkeit_durch_5
https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf
http://www.carsten-erdmann.de/files/Analysis_1_1_Uebungsskript.pdf
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(Seite 54); Abruf 27-OKT-2021

Ubungsaufgabe 2.24: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. C2; Ab-
ruf 25-OKT-2021.

Ubungsaufgabe 2.25: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf Nr. D 17;
Abruf 20-OKT-2021.

Ubungsaufgabe 2.26: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. D 14;
Abruf 20-OKT-2021

Ubungsaufgabe 2.28: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. G 9; Ab-
ruf 20-OKT-2021

Ubungsaufgabe 2.29: https://www.emath.de/Referate/induktion-aufgaben-loesungen.pdf; Nr. G 11;
Abruf 20-OKT-2021
Ubungsaufgabe 4.4: [Sche21] Nr
Ubungsaufgabe 4.5: [Sche21] Nr
Ubungsaufgabe 4.6: [Sche21] Nr.
Ubungsaufgabe 4.7: [Sche21] Nr
Ubungsaufgabe 4.8: | | Nr
Ubungsaufgabe 5.3:
Ubungsaufgabe 5.3:
Ubungsaufgabe 6.1:

23)
2 4).
25).
26)
Sche21 27).
[Sche21] Nr. 2 1).

Aufgaben 2-6 aus [OpenAI2024aa]
Rolf B. Drescher, 19. Oktober 2023

Rolf B. Drescher, 19. Oktober 2023
Rolf B. 20. Oktober 2023
Rolf B. 19. Oktober 2023
Rolf B. 19. Oktober 2023
Rolf B. 19. Oktober 2023
Rolf B. 19. Oktober 2023
Rolf B. 19. Oktober 2023
Rolf B.

Ubungsaufgabe 6.2:
Ubungsaufgabe 6.3: Drescher,
Ubungsaufgabe 6.4: Drescher,
Ubungsaufgabe 6.5: Drescher,
Ubungsaufgabe 6.6:
Ubungsaufgabe 6.7:

Ubungsaufgabe 6.8:

Drescher,
Drescher,

Drescher,

Ubungsaufgabe 6.9:

Ubungsaufgabe 6.10:
Ubungsaufgabe 6.11:
Ubungsaufgabe 6.12:
Ubungsaufgabe 6.13:
Ubungsaufgabe 6.14:
Ubungsaufgabe 6.15:
Ubungsaufgabe 6.16:
Ubungsaufgabe 6.17:
Ubungsaufgabe 6.19:
Ubungsaufgabe 6.20:
Ubungsaufgabe 6.21:
Ubungsaufgabe 6.22:
Ubungsaufgabe 6.23:
Ubungsaufgabe 6.24:
Ubungsaufgabe 6.25:

Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.
Rolf B.

Drescher, 20. Oktober 2023
Drescher, 21.
Drescher, 21.
Drescher, 21.
Drescher, 21.
Drescher, 22.
Drescher, 25.
Drescher, 28.
Drescher, 19.
Drescher, 28.
Drescher, 31.
Drescher, 09.
Drescher, 09.
Drescher, 09.
Drescher, 09.
Drescher, 09.

Oktober 2023
Oktober 2023
Oktober 2023
Oktober 2023
Oktober 2023
Oktober 2023
Oktober 2023
Oktober 2023
Oktober 2023
Oktober 2023
November 2023
November 2023
November 2023
November 2023
November 2023

Beispiel 8.2: http://groolfs.de/Verschiedenespdf/Kettenbruch.pdf; Abruf 2024-08-28

Ubungsaufgabe 8.17: http://groolfs.de/Verschiedenespdf/Kettenbruch.pdf; Abruf 2024-08-28
Ubungsaufgabe 8.21: Die nachfolgenden 10 Aufgaben, Losungen und der Latex-Code wurden mit ChatGPT
erstellt.

Ubungsaufgabe 8.25: http://www.vorwerg-net.de/Mathematik/1.Algebra/1.7.A.Logarithmen.pdf; Ab-
ruf 18-MAI-2023
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Ubungsaufgabe 8.27: https://de.serlo.org/mathe/26262/aufgaben-zu-exponential-und-logarithmusg
leichungen; Abruf 2024-08-28

Ubungsaufgabe 8.29: https://studyflix.de/mathematik/partialbruchzerlegung-1499

Ubungsaufgabe 8.29: Quelle fiir Abbildung: https://www.studienkreis.de/mathematik/permutation-va
riation-kombination/; Abruf 19-JUL-2023

Ubungsaufgabe 8.29: Quelle fiir Text: https://de.wikipedia.org/wiki/Permutation; Abruf 19-JUL-2023

Ubungsaufgabe 8.29: Quelle fiir Text: https://de.wikipedia.org/wiki/Kombination_(Kombinatorik); Ab-
ruf 19-JUL-2023

Ubungsaufgabe 8.29: Quelle fiir Text: https://de.wikipedia.org/wiki/Variation_(Kombinatorik); Abruf
19-JUL-2023

Ubungsaufgabe 8.30: [OpenAI2024ac]

Ubungsaufgabe 8.31: https://www.studienkreis.de/mathematik/permutation-variation-kombination/
Ubungsaufgabe 8.31: Quelle: https://sos-mathe.ch/s/s1/s12/aufg_s12.html Ubungsaufgabe 9.2: [Sche21]
Nr. 2 2).

Ubungsaufgabe 10.2: http://www.mathe-trainer.de/Klasse9/Strahlensaetze/Blockl/Aufgaben.htm
Ubungsaufgabe 10.2: https://sos-mathe.ch/pdfg/gi4_23.pdf Ubungsaufgabe 10.2: https://sos-mathe.
ch/ Ubungsaufgabe 10.4: https://de.serlo.org/mathe/30680/aufgaben-zum-sinus-kosinus-und-tang
ens-im-rechtwinkligen-dreieck

Ubungsaufgabe 10.4: https://de.serlo.org/mathe/30680/aufgaben-zum-sinus-kosinus-und-tangens-
im-rechtwinkligen-dreieck

Ubungsaufgabe 10.7: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecoursel-TU-Berlin/index.php/4.4_Trig
onometrische_Gleichungen Beispiel 4; Abruf 2023-06-14

Ubungsaufgabe 10.7: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecourse1-TU-Berlin/index.php/4.4_Trig
onometrische_Gleichungen Beispiel 5; Abruf 2023-06-14

Ubungsaufgabe 10.7: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecoursel-TU-Berlin/index.php/4.4_Trig
onometrische_Gleichungen Beispiel 6; Abruf 2023-06-14

Ubungsaufgabe 10.7: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecoursel-TU-Berlin/index.php/4.4_Trig
onometrische_Gleichungen Beispiel 7; Abruf 2023-06-14

Ubungsaufgabe 10.8: http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecoursel-TU-Berlin/index.php/4.4_%C3%
9Cbungen

Ubungsaufgabe 11.1: https://de.wikipedia.org/wiki/Polarkoordinaten

Ubungsaufgabe 11.3: https://mathepedia.de/Zylinderkoordinaten.html

Ubungsaufgabe 11.4: https://de.wikipedia.org/wiki/Kugelkoordinaten

Ubungsaufgabe 11.7: ChatGPT: bitte latexcode: 10 aufgaben mit 16sungen zum erkennen spezieller matrizen,
wie bsp. symmetrische, antisymmetrische, einheits-, hermitesche usw. Ubungsaufgabe 12.4: **https://sos-
mathe.ch

Ubungsaufgabe 12.4: **https://sos-mathe.ch

Ubungsaufgabe 12.4: **https://sos-mathe.ch

Ubungsaufgabe 13.4: http://www.mathods . com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr’%E4nkt
heit; Abruf 2024-09-01.

Ubungsaufgabe 13.4: http://www.mathods.com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr’E4nkt
heit; Abruf 2024-09-01.

Ubungsaufgabe 13.4: http://www.mathods.com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=BeschrE4nkt
heit; Abruf 2024-09-01.

Ubungsaufgabe 13.4: http://www.mathods . com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nkt
heit; Abruf 2024-09-01.

Ubungsaufgabe 14.8: Herleitung y = 2 polar https://socratic.org/questions/how-do-you-convert-y-
x—-2-into-polar-form

Beispiel 15.1: https://www.max-academy.de/contentPool/5dfa7d81c4ae3e00079a2347; Abruf 2024-08-
29.

Ubungsaufgabe 15.1: b) ... g) https://www.max-academy.de/contentPool/5dfa7d81c4ae3e00079a2347;
Abruf 2024-08-29

Ubungsaufgabe 15.4: Vgl. [[Ross23]] S. 368ff.

Ubungsaufgabe 15.6: Vgl. [[Ross23]] S. 383ff.
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https://de.wikipedia.org/wiki/Permutation
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http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecourse1-TU-Berlin/index.php/4.4_Trigonometrische_Gleichungen
http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecourse1-TU-Berlin/index.php/4.4_Trigonometrische_Gleichungen
http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecourse1-TU-Berlin/index.php/4.4_Trigonometrische_Gleichungen
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http://wiki.math.se/wikis/2009/bridgecourse1-TU-Berlin/index.php/4.4_Trigonometrische_Gleichungen
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https://socratic.org/questions/how-do-you-convert-y-x-2-into-polar-form
https://www.max-academy.de/contentPool/5dfa7d81c4ae3e00079a2347
https://www.max-academy.de/contentPool/5dfa7d81c4ae3e00079a2347
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Erlauterung 16.1: Vgl. [[Ross23]], S. 511.

Beispiel 16.1: Vgl. [[Ross23]], S. 511.

Erlduterung 16.3: Vgl. [[Ross23]], S. 513f.

Beispiel 16.3: [[Ross23]], S. 515.

Ubungsaufgabe 16.2: Vgl. [[Ross23]], S. 516ff., Ubungsaufgaben 300 ... 303.

Ubungsaufgabe 17.0: https://de.wikipedia.org/wiki/Kegelschnitt

Ubungsaufgabe 17.2: [OpenAI2024v]

Ubungsaufgabe B.0: Quelle: https://sos-mathe.ch/s/s1/s12/aufg_s12.html Ubungsaufgabe B.0: [Sche21]
Nr. 2 2).

Ubungsaufgabe B.0: https://de.serlo.org/mathe/30680/aufgaben-zum-sinus-kosinus-und-tangens—im-
rechtwinkligen-dreieck

Ubungsaufgabe B.0: **https://sos-mathe.ch

Ubungsaufgabe B.0: **https://sos-mathe.ch

Ubungsaufgabe B.0: **https://sos-mathe.ch

Ubungsaufgabe B.0: http://www.mathods.com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=BeschrE4nkt
heit; Abruf 2024-09-01.

Ubungsaufgabe B.0: http://www.mathods.com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=BeschrE4nkt
heit; Abruf 2024-09-01.

Ubungsaufgabe B.0: http://www.mathods . com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nkt
heit; Abruf 2024-09-01.

Ubungsaufgabe B.0: http://www.mathods.com/mathe . php?con=Analysis&can=Folgen&cun=BeschrE4nkt
heit; Abruf 2024-09-01.

Ubungsaufgabe B.0: Herleitung y = 22 polar https://socratic.org/questions/how-do-you-convert-y-x-
2-into-polar-form

© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 320
Alle Rechte vorbehalten D. Quellen

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.


https://de.wikipedia.org/wiki/Kegelschnitt
https://sos-mathe.ch/s/s1/s12/aufg_s12.html
https://de.serlo.org/mathe/30680/aufgaben-zum-sinus-kosinus-und-tangens-im-rechtwinkligen-dreieck
https://de.serlo.org/mathe/30680/aufgaben-zum-sinus-kosinus-und-tangens-im-rechtwinkligen-dreieck
https://sos-mathe.ch
https://sos-mathe.ch
https://sos-mathe.ch
http://www.mathods.com/mathe.php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nktheit
http://www.mathods.com/mathe.php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nktheit
http://www.mathods.com/mathe.php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nktheit
http://www.mathods.com/mathe.php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nktheit
http://www.mathods.com/mathe.php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nktheit
http://www.mathods.com/mathe.php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nktheit
http://www.mathods.com/mathe.php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nktheit
http://www.mathods.com/mathe.php?con=Analysis&can=Folgen&cun=Beschr%E4nktheit
https://socratic.org/questions/how-do-you-convert-y-x-2-into-polar-form
https://socratic.org/questions/how-do-you-convert-y-x-2-into-polar-form

E. Erlduterungsverzeichnis

E. Erlauterungsverzeichnis

0.1
0.1
1.1
1.2
1.3
14
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8
3.1
3.2
4.1
4.2
5.1
6.1
6.2

© 2009-2026 iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

Lehrinhalte

Kiinstliche Intelligenz

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Grundlegendes zu Zahlenbereichen

Begriffe

Grundlegendes zu Wandlungen zwischen den Zahlenbereichen

Unser gewohntes Zehnersystem

Ganzzahl-Division mit Rest

[ | HY ipm h
. iRBD . Managementberatung D m

o8

Briickenkurs Mathematik 2026-1

E. Erlduterungsverzeichnis

Technische
Hochschule
Nurnberg

327

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



E. Erlduterungsverzeichnis .. E= pm Dhl I l Lisemaonte

. IRBD . Managementberatung

Nirnberg
6.3 Andere Zahlensysteme — Umwandlung vom Zehnersystem 60
6.4 Wandlung zum Zehnersystem 62
6.5 Wandlung vom Dual- in das Oktal- und Hexadezimalsystem 64
6.6 Wandlung vom Oktal- und Hexadezimalsystem in die ,anderen Informatikersysteme*
64
6.7 Zahlenwandlung mit dem Horner-Schema 66
6.8 Bereichsgrenzen durch beschrankte Stellenzahl 67
6.9 Addition im Zehnersystem 69
6.10 Subtraktion im Zehnersystem 70
6.11 Schriftliches Multiplizieren im Zehnersystem 74
6.12 Schriftliches Multiplizieren in beliebigen Zahlensystemen 74
7.1 Komplexe Zahlen 77
7.2 Grundrechenarten mit komplexen Zahlen 78
8.1 Allgemeines zu Gleichungen 80
8.2 Rechenregeln fiir lineare Gleichungen 80
8.3 Der Summenoperator (Summenzeichen) 82
8.4 Einfache Rechenregeln zum Summenoperator 82
8.5 Regeln fiir Summengrenzen 83
8.6 Umindizierung 83
8.7 Doppelsummen 84
8.8 Der Produktoperator (Produktzeichen) 86
8.9 Die Fakultét 87
8.10 Binomische Formeln 87
8.11 Binomischer Lehrsatz 88
8.12 Quadratische Gleichungen 90
8.13 Bruchrechnung 91
8.14 Grundlegendes zur Umwandlung Dezimalbruch — gemeiner Bruch und v.v. 93
8.15 Kettenbriiche 94
8.16 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 96
8.17 Prozentrechnung 97
8.18 Rechenregeln fiir Gleichungen mit Hochzahlen 99
8.19 Logarithmus 100
8.20 Potenzen und Wurzeln 101
8.21 Polynomdivision 105
8.22 Partialbruchzerlegung 106
8.23 Kombinatorik 107
9.1 Lineare Ungleichungen 110
10.1 Winkel 113
© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 328

Alle Rechte vorbehalten E. Erlduterungsverzeichnis

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



E. Erlduterungsverzeichnis

10.2
10.3
10.4
10.5
10.6
11.1
11.2
11.3
114
11.5
11.6
11.7
11.8
12.1
12.2
12.3
12.4
12.5
13.1
13.2
13.3
13.4
13.5
14.1
14.2
14.3
15.1
15.2
15.3
15.4
16.1
16.2
16.3
16.4
16.5
17.1
17.2

B BECves ohm
Strahlenséitze 114
Die Winkelfunktionen 117
FEinige héufig benétigte trigonometrische Werte 118
Arcusfunktionen 120
Goniometrische Gleichungen 122
Lineare Algebra 127
Kurzfassung Vektoren vs. Skalare [OpenAI2024ad]| 127
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 129
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 130
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 132
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 132
Matrizen 135
Geradengleichung 137
Lineare Gleichungssysteme 143
LGS: 1. Das Einsetzungsverfahren 143
LGS: 2. Das Gleichsetzungsverfahren 144
LGS: 3. Das Additionsverfahren 145
Das Gauflsche Eliminationsverfahren 146
Zahlenfolgen 151
Eigenschaften von Folgen 152
Monotonie 153
Konvergenz und Divergenz 153
Héaufungspunkte 154
Kurvendiskussion 156
Polarkoordinaten 158
Funktionen in Polarkoordinaten 158
Erste Ableitung einer Funktion 160

Rechenregeln der Differentialrechnung: Linearitit: Summenregel; Produktregel 162

Rechenregeln der Differentialrechnung: Quotienten- und Reziprokenregel 163

Rechenregeln der Differentialrechnung: Kettenregel

Grundsétzliches zur Integralrechnung

Unbestimmte Integrale der Elementarfunktionen, Rechenregeln

Das bestimmte Integral
Integration nach Substitution
Partielles Integrieren
Bedeutung der Kegelschnitte
Darstellung der Kegelschnitte

© 2009-2026 iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

164
167
167
168
169
171
174
174

Briickenkurs Mathematik 2026-1

E. Erlduterungsverzeichnis

Technische
Hochschule
Nurnberg

329

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



F. Beispielsverzeichnis .. . IDM Technische
P BRED UM veveerenseon LYV (00

F. Beispielsverzeichnis

0.1 Beispiel iii
2.1 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 36
2.2 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 37
2.3 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 38
2.4 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 39
2.5 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 40
6.1 Unser gewohntes Zehnersystem 56
6.2 Ganzzahl-Division mit Rest 58
6.3 Wandlung in das Fiinfer-System 60
6.4 Wandlung zum Zehnersystem 62
6.5 Wandlung vom Dual- in das Oktal- und Hexadezimalsystem 64
6.6 Wandlung vom Oktal- und Hexadezimalsystem in die ,anderen Informatikersysteme*
64
6.7 Zahlenwandlung mit dem Horner-Schema 66
6.8 Addition im Zweiersystem 69
6.9 Addition im Funfersystem 69
6.10 Multiplikation im Fiinfersystem 74
8.1 Herleitung der Losung der quadratischen Gleichung 90
8.2 Irrationale Zahlen als unendliche Kettenbriiche 94
8.3 Logarithmus 100
8.4 Logarithmengleichungen im R 103
8.5 Logarithmengleichungen im R 103
8.6 Polynomdivision 105
8.7 Polynomdivision mit Rest 105
9.1 Einfache Beispiele von Ungleichungen 110
9.2 Ungleichungen mit Fallunterscheidung 110
10.1 Alltdgliche Anwendung 116
10.2 Goniometrische Gleichungen (1) 122
10.3 Goniometrische Gleichungen (2) 122
10.4 Goniometrische Gleichungen (3) 122
10.5 Goniometrische Gleichungen (4) 122
11.1 Zwei-Punkte-Form 137
11.2 Schnittpunkt zweier Geraden 138
© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 330

Alle Rechte vorbehalten F. Beispielsverzeichnis

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



F. Beispielsverzeichnis

12.1
12.2
12.3
12.4
12.5
13.1
13.2
13.3
13.4
13.5
15.1
15.2
15.3
15.4
15.5
16.1
16.2
16.3
16.4
16.5

© 2009-2026

iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

Bl B2 pmv

. IRBD . Managementberatung

LGS: 1. Das Einsetzungsverfahren (1)
LGS: 1. Das Einsetzungsverfahren (2)
LGS: 2. Das Gleichsetzungsverfahren (1)
LGS: 3. Das Additionsverfahren (1)
Gaufsches Eliminationsverfahren

Explizit angegebenes Folgen-Bildungsgesetz
Rekursiv angegebenes Folgen-Bildungsgesetz
Beschranktheit

Konvergenz und Divergenz
Héufungspunkte

Stetigkeit

Erste Ableitung einer Funktion

ohm

143
143
144
145
147
151
151
153
154
154
160
161

Rechenregeln der Differentialrechnung: Linearitit: Summenregel; Produktregel 162

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 164

Rechenregeln der Differentialrechnung: Kettenregel
Grundsétzliches zur Integralrechnung

Unbestimmte Integrale der Elementarfunktionen, Rechenregeln
Bestimmte Integrale

Beispiele: Integration nach Substitution

Beispiele: Partielle Integration

165
167
167
168
170
171

Briickenkurs Mathematik 2026-1

F. Beispielsverzeichnis

Technische
Hochschule
Nurnberg

331

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



G. Ubungsverzeichnis =%BD .. uimmembermng Dh m

G. Ubungsverzeichnis

0.1
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
1.10
1.11
1.12
1.13
1.14
1.15
1.16
1.17
1.18
1.19
1.20
1.21
1.22
1.23
1.24
1.25
1.26
1.27
1.28
1.29
1.30
1.31
1.32

© 2009-2026 iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

Ubungsaufgaben

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1

© © 0 0 N N O ot = W W jarid
=i

[ I N T N R N R N T N T T S e T e S e S S e S e S S e T
Y U i e R Ne e RN N0 TN «> BN« BN G L S "V (VI e B e

25

Briickenkurs Mathematik 2026-1

G. Ubungsverzeichnis

Technische
Hochschule
Nurnberg

332

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



G. Ubungsverzeichnis .. B v D h m Technische
. - .
irRBD [l vanssementberatung flochschule

1.33 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 25
2.1 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 27
2.2 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 27
2.3 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 28
2.4 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 28
2.5 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 29
2.6 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 30
2.7 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 30
2.8 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 31
2.9 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 32
2.10 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 32
2.11 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 32
2.12 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 32
2.13 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 34
2.14 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 34
2.15 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 36
2.16 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 37
2.17 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 41
2.18 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 41
2.19 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 41
2.20 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 41
2.21 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 42
2.22 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 42
2.23 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 42
2.24 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 42
2.25 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 42
2.26 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 42
2.27 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 42
2.28 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 43
2.29 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 43
3.1 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 45
3.2 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 46
3.3 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 46
3.4 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 46
3.5 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 46
3.6 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 47
3.7 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 47
3.8 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 48
© 2009-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 333
Alle Rechte vorbehalten G. Ubungsverzeichnis

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



G. Ubungsverzeichnis =%BD .. Lammembermng D h m
4.1 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 50
4.2 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 51
4.3 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 52
44 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 52
4.5 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 52
4.6 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 53
4.7 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 53
4.8 Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1 53
5.1 Zahlenbereichsiibergénge (1) 54
5.2 Betragsfunktion [OpenAI2024g] 54
5.3 Betragsfunktion 55
6.1 Unser gewohntes Zehnersystem 57
6.2 Unser gewohntes Zehnersystem 57
6.3 Ganzzahl-Division mit Rest 58
6.4 Wandlung Zehner- in Zweier-System 60
6.5 Wandlung Zehner- in Dreier-System 60
6.6 Wandlung Zehner- in Fiinfer-System 61
6.7 Wandlung Zehner- in Achter-System 61
6.8 Wandlung Zehner- in Sechzehner-System 61
6.9 Wandlung Zweier- zum Zehnersystem 62
6.10 Wandlung Dreier- zum Zehnersystem 62
6.11 Wandlung Fiinfer- zum Zehnersystem 63
6.12 Wandlung Oktal- zum Zehnersystem 63
6.13 Wandlung Hexadezimal- zum Zehnersystem 63
6.14 Wandlung vom Dual- in das Oktal- und Hexadezimalsystem 64
6.15 Wandlung vom Oktal- und Hexadezimalsystem in die ,anderen Informatikersysteme*
65
6.16 Zahlenwandlung mit dem Horner-Schema 66
6.17 Bereichsgrenzen durch beschrankte Stellenzahl 67
6.18 Bereichsgrenzen durch beschriankte Stellenzahl 68
6.19 Addition im Zweiersystem 69
6.20 Addition in verschiedenen Zahlensystemen 69
6.21 Multiplikation im Zweiersystem 74
6.22 Multiplikation im Dreiersystem 74
6.23 Multiplikation im Fiinfersystem 75
6.24 Multiplikation im Oktalsystem 75
6.25 Multiplikation im Hexadezimalsystem 75
7.1 Grundlegendes 78

© 2009-2026 iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

Briickenkurs Mathematik 2026-1

G. Ubungsverzeichnis

Technische
Hochschule
Nurnberg

334

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



G. Ubungsverzeichnis =%BD .. Lammembermng Dh m

7.2
7.3
8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7
8.8
8.9
8.10
8.11
8.12
8.13
8.14
8.15
8.16
8.17
8.18
8.19
8.20
8.21
8.22
8.23
8.24
8.25
8.26
8.27
8.28
8.29
8.30
8.31
9.1
9.2
9.3
9.4
10.1

© 2009-2026 iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

Grundrechenarten mit komplexen Zahlen

Komplex etwas komplexer [OpenAI2024h)]

Lineare Gleichungen

Summenoperator (1)

Summenoperator (2)

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Mehrfachsummen

Einfache Aufgaben zu Produktoperatoren [OpenAI2024ab]

Fakultaten

Aufgaben zum Kopfrechnen

Binomische Formeln

Binomischer Lehrsatz

Quadratische Gleichungen

Bruchrechnung (1)

Bruchrechnung (2)

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Umwandlung Bruch in Dezimalbruch [OpenAI2024i]

Umwandlung Dezimalbruch in Bruch

Kettenbriiche

Léangere Kettenbriiche [OpenAI2024j]

In Kettenbruch entwickeln [OpenAI2024k]

Dreisatz und Verhaltnisrechnung

Prozentrechnung

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Potenzen und Wurzeln (1)

Potenzen und Wurzeln (2)

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Logarithmus

Logarithmengleichungen im Koérper der reellen Zahlen

Polynomdivision

Partialbruchzerlegung

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Kombinatorik

Einfache Ungleichungen

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
weitere Ungleichungen fiir Liebhaber [OpenAI2024z]

weitere Ungleichungen mit Fallunterscheidung [OpenAI2024c]

Umrechnung verschiedener Winkelmafe

78
79
81
82
83
84
85
86
87
87
88
89
90
91
91
92
93
93
95
95
96
97
98
99
101
101
102
102
104
106
106
107
108
110
111
111
112
113

Briickenkurs Mathematik 2026-1

G. Ubungsverzeichnis

Technische
Hochschule
Nurnberg

335

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



G. Ubungsverzeichnis =%BD .. Lammembermng Dh m

10.2
10.3
10.4
10.5
10.6
10.7
10.8
10.9
10.10
11.1
11.2
11.3
11.4
11.5
11.6
11.7
11.8
11.9
11.10
11.11
12.1
12.2
12.3
12.4
12.5
12.6
12.7
12.8
12.9
13.1
13.2
13.3
13.4
13.5
14.1
14.2
14.3
14.4

© 2009-2026 iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

Strahlensatz

Aufgaben fiir den Taschenrechner

Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck

Arcusfunktionen

Kopfiibungen mit Arcus[OpenAI2024m)|

Textaufgaben Arcusfunktionen [OpenAI2024l]

Goniometrische Gleichungen

Sinussatz [OpenAI2024w]

Goniometrische Aufgaben [OpenAI2024y]

Einfache Vektorrechnung

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Spezielle Matrizen

Allgemeines zu Matrizen (2)

Einfache Matrizenoperationen

Zwei-Punkte-Form

Schnittpunkt zweier Geraden

Lineare Gleichungssysteme (1)

Lineare Gleichungssysteme (2)

Lineare Gleichungssysteme (3)

Lineare Gleichungssysteme (4)

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Lése mit GauB-Jordan [OpenAI2024d]

Aufgaben zur Losung von Gleichungssystemen mit Jordan-Form

Explizites Bildungsgesetz von Folgen

Rekursives Bildungsgesetz von Folgen

Folgen

Beschranktheit, Monotonie, Haufungspunkte, Konvergenz

Reihen

Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Polynome

Polynome 1T

gebrochen rationale Funktionen

114
118
119
120
120
121
125
125
126
128
131
131
132
133
134
135
136
136
138
139
144
145
146
146
147
148
149
149
150
151
152
152
154
154
156
156
157
157

Briickenkurs Mathematik 2026-1

G. Ubungsverzeichnis

Technische
Hochschule
Nurnberg

336

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



G. Ubungsverzeichnis =%BD .. Lammemhermng Dh m

14.5
14.6
14.7
14.8
15.1
15.2
15.3
15.4
15.5
15.6
15.7
15.8
15.9
16.1
16.2
16.3
16.4
16.5
16.6
16.7
17.1
17.2

© 2009-2026 iBRD/IDM partners
Alle Rechte vorbehalten

Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion
Trigonometrische Funktionen

Betragsfunktion

Polarkoordinaten

Stetigkeit

Ableitungen der Elementarfunktionen
Rechenregeln der Differentialrechnung; Quotienten- und Reziprokenregel v1
Summen- und Produktregel

Summen- und Produktregel [OpenAI2024p)|
Quotienten- und Reziprokenregel

Kettenregel

Kettenregel

Differentialrechnung — gemischte Aufgaben —
Integralaufgaben [OpenAI2024r]

Bestimmte Integrale

Bestimmte und unbestimmte Integrale [OpenAI2024q]
Substitionsverfahren [OpenAI2024s]

Partielle Integration [OpenAI2024t]

Diverse Aufgaben zur Integralrechnung
weiteres Training, erzeugt mit [OpenAI2024ul]
Kegelschnitte

Aufgaben zu Kegelschnitten [OpenAI2024v|

157
157
157
159
160
161
162
163
163
164
165
165
165
168
168
169
170
172
173
173
175
175

Briickenkurs Mathematik 2026-1

G. Ubungsverzeichnis

Technische
Hochschule
Nurnberg

337

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



H. Hinweisverzeichnis .. . IDM Technische
. .iRBD . Managementberatung D m nﬁf:sg};;le

H. Hinweisverzeichnis

0.1 Hinweis iii
1.1 Weitere Ubungsaufgaben 10
2.1 Weitere Aufgaben 35
2.2 Weiterfithrende Links und Literatur zur vollstdndigen Induktion 43
3.1 Weitere Aufgaben 48
6.1 Ganzzahl-Division mit Rest 58
6.2 Wandlungen zwischen Zahlenbereichen 65
6.3 Horner-Schema 66
6.4 Addition in verschiedenen Zahlensystemen 70
8.1 Weitere Ubungsaufgaben 86
8.2 Logarithmengleichungen im R 103
10.1 Trigonometrische Entsprechungen 122
11.1 Koordinatensysteme 129
11.2 weitere Aufgaben 140
17.1 weitere Aufgaben 175
© 2000-2026 iBRD/IDM partners Briickenkurs Mathematik 2026-1 | 338
Alle Rechte vorbehalten H. Hinweisverzeichnis

Dieses Werk ist urheberrechtlich geschiitzt. Es darf ausschlieBlich zum rein persénlichem Gebrauch im Rahmen des Studiums und der Lehre an der Technischen
Hochschule Niirnberg verwendet werden. Jegliche anderweitige Nutzung (wie z. B. Anderungen, Weitergabe an auSenstehende Dritte, und dergleichen mehr) ist
ohne vorherige schriftliche Genehmigung untersagt.



4

o
o0
|"||. ._...

- o
]

urs Mathemiatik fir
e b tunges

i
1 i .
Arb pe/Ubungsskript
Drescher, R.; Gotz, K.

Sommersemester 2026 V. 1
Stand 13. September 2026




	Vorwort zum Brückenkurs
	Benutzung des Übungsbuches
	Disclaimer
	Nutzung KI
	Wochenplan der Ohm / Curriculum
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Themen der ersten Woche  Elementares Rechnen bis Funktionen
	Elementares Rechnen
	Grundrechenarten
	Addition und Subtraktion
	Multiplikation und Division
	Primzahlen
	Teilbarkeitsregeln
	Primzahlen
	Faktorisieren
	ggT und kgV

	Punkt- vor Strichrechnung
	Klammern

	Höhere Rechenarten
	Potenzen
	Wurzeln
	Logarithmen
	Gemischte Aufgaben

	Variablen und Terme
	Variable
	Terme
	Grundlegende Rechengesetze der Algebra


	Logische Grundbegriffe
	Aussagen und Aussageformen
	Tautologien
	Kontradiktionen
	Symbole und Gesetze der Aussagenlogik
	Wahrheitstabellen
	Prädikatenlogik 1. Stufe
	Mathematisches Beweisen
	Direktes Beweisen
	Indirektes Beweisen
	Die vollständige Induktion


	Mengenlehre
	Grundlegendes
	Übungen
	Anwendungsbeispiele

	Zahlenbereiche
	Grundlegendes

	Zahlenbereich-Wandlungen
	Grundlegendes
	Übungen

	Ganze Zahlen: Zahlensysteme
	Unser gewohntes Dezimalsystem (Zehner-System)
	Modulo – Rest einer Division
	Wandlung vom Zehnersystem
	Wandlung zum Zehnersystem
	Wandlungen zwischen Dual-, Oktal-, und Hexadezimal-System
	Hilfestellung: Das Horner-Schema
	Begrenzte Stellenzahl
	Addition in verschiedenen Zahlensystemen
	Subtraktion in verschiedenen Zahlensystemen
	Rechenschieber zum selber Basteln

	Multiplikation in verschiedenen Zahlensystemen
	Division in verschiedenen Zahlensystemen

	Komplexe Zahlen
	Grundlegendes
	Übungen
	Grundrechenarten
	Übungen

	Termumformungen – Der Gleichungskalkül
	Gleichungen
	Gleichungen mit linearen Termen
	Summenoperator
	Produktoperator
	Fakultäten

	Gleichungen mit quadratischen Termen
	Binomische Formeln
	Der binomische Lehrsatz
	Allgemeine quadratische Gleichung

	Bruchrechnung und Gleichungen mit Brüchen
	Gemeine Brüche
	Dezimalbrüche
	Kettenbrüche
	Anwendung: Dreisatz und Verhältnisrechnung

	Gleichungen mit höheren Rechenarten
	Gleichungen mit Hochzahlen
	Logarithmus

	Potenzen und Wurzeln
	Weitere Äquivalenzumformungen
	Polynomdivision
	Partialbruchzerlegung


	Grundzüge der Kombinatorik

	Ungleichungen
	Lineare Ungleichungen

	Trigonometrie
	Winkel
	Die Strahlensätze
	Trigonometrie am rechtwinkligen Dreieck
	Winkelfunktionen
	Arcusfunktionen

	Goniometrische Gleichungen
	Zusammenstellung der goniometrischen Gleichungen
	Sinussatz
	Cosinussatz
	Halbwinkel
	Doppelwinkel
	Additionssatz
	Tangens
	Cotangens
	Arcusfunktionen



	Lineare Algebra
	Vektoren
	Koordinatensysteme
	Matrizen
	Anwendung: Lösen von LGS mit Gauß- und Gauß-Jordan-Verfahren
	Anwendung: Grundzüge der analytischen Geometrie


	Themen der zweiten Woche - Funktionen bis Kegelschnitte
	Lineare Gleichungssysteme
	Grundlegende Aufgabenstellungen

	Folgen und Reihen
	Folgen
	Reihen

	Funktionen
	Typische Fragestellungen

	Grundzüge der Differentialrechnung
	Grundzüge der Integralrechnung
	Kegelschnitte

	Anhang
	Literatur
	Lösungshinweise zu den Übungsaufgaben
	Lösungsvorschläge (Alle)
	Lösungsvorschläge (Teil 1)
	Quellen
	Erläuterungsverzeichnis
	Beispielsverzeichnis
	Übungsverzeichnis
	Hinweisverzeichnis


